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عناوین فصل

میمروررازاویهواندازیشرایطوروشاینازاستفادهانگیزهابتدادر.شویممیآشناکنترلهایسیستمطراحیوتحلیلدرهاریشههندسیمکانروشچندینبافصلایندر
کرد،خواهیمنتمریراهاریشههندسیمکانکامپیوتریودستیترسمروشمتنوعکاربریمثالهایارائهباونمودهبیانراهاریشههندسیمکانترسیمقوانینسپس.کنیم

بههاشهریهندسیمکانروشازاستفادهباپایاندرونمودهتحلیلنمایشیصورتبهراسیستمبهپایدارقطبوصفرنمودناضافهباهاریشههندسیمکانهایویژگی
.پرداختخواهیمLead-Lagو،P،PD،Lead،Lagکاربردی،هایکنترلگرطراحی

4

طراحی سیستم کنترل توسط مکان
کاربردی، کنترلگر بهره ثابت، جبران ساز های دینامیکی، معرفی چند کنترلگر

، تحلیل مسائل ابتکاری Lead-Lagو PD ،Lead ،Lagطراحی کنترلگر  5

ویژگی های مکان هندسی ریشه ها
یشه ها، تعیین بهره حلقه به صورت دستی و کامپیوتری از روی مکان هندسی ر

فر سمت اضافه کردن یک یا دو قطب پایدار به سیستم، اضافه کردن یک یا دو ص
.  چپ به سیستم 4

مقدمه
ط اندازه و چرا مکان هندسی ریشه ها، معادله مشخصه سیستم حلقه بسته، شرای

زاویه، روش هندسی نمایش شرایط اندازه و زاویه 1
قوانین ترسیم مکان هندسی ریشه ها

ور نقاط ابتدا و انتهایی، تعداد شاخه ها، تقارن مکان، مجانب ها، نقاط روی مح
ج از حقیقی، نقاط تقاطع شاخه ها با محور حقیقی و موهومی و زاویه ورود یا خرو

قطب و صفر 2
مثال های کاربردی

افه کردن اض، سیستم درجه دو، روش گام به گام ترسیم دستی، روش کامپیوتری
ارن حول یک قطب نزدیک، دورکردن قطب از مبدا، سیستم مرتبه چهار و پنج، تق

محور عمودی 3
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مقدمه
چرا مکان هندسی ریشه ها•

 در یک سیستم کنترل تحلیل پایداری و رفتار زمانی سیستم بر حسب بهره کنترلگر𝐾مورد توجه است.

𝐿 𝑠 = 𝐾𝐺(𝑠)

Δ 𝑠 = 1 + 𝐾𝐺(𝑠)

𝐿 𝑠 = 𝐾𝐶 𝑠 𝑃 𝑠 = 𝐾𝐺(𝑠)

Δ 𝑠 = 1 + 𝐾𝐺(𝑠)

𝐿 𝑠 = 𝐶 𝑠 𝑃 𝑠 = 𝐺(𝑠)

Δ 𝑠 = 1 + 𝐾𝐺(𝑠)

در سه حالت فوق و حالت های دیگر معادله مشخصه سیستم یکسان است

 پایداری سیستم حلقه بسته به محل ریشه هایΔ 𝑠مرتبط است

 محل ریشه های بسته نیز به حلقه رفتار گذرا و ماندگار سیستمΔ 𝑠مرتبط است

 با ترسیم مکان هندسی ریشه ها در صفحه𝑠 می توان به ازای مقادیر مختلف𝐾 پایداری و رفتار زمانی
.  آنرا طراحی نمود𝐾سیستم را تحلیل و با انتخاب مناسب 
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مقدمه
شرایط اندازه و زاویه•

 فرض کنید می خواهیم به ازای مقادیر مختلف−∞ < 𝐾 < ریشه های معادله مشخصه یک ∞
Δ:  سیستم حلقه بسته را تعیین کنیم 𝑠 = 1 + 𝐾𝐺 𝑠 = 0

 با فرض معین بودن تابع تبدیل𝐺 𝑠:𝐺 𝑠 =
𝑁 𝑠

𝐷 𝑠
→ 𝐷 𝑠 + 𝐾𝑁 𝑠 = 0

 تابعی از( معمولا بالاتر از مرتبه دو)معادله مشخصه سیستم تبدیل به چند جمله ای𝐾می شود.
𝐷 𝑠 + 𝐾𝑁 𝑠 = 0

عیین نموداز معیار پایداری راث می توان برای تعیین محدوده پایداری استفاده نمود ولی محل قطب ها را نمی توان ت.

 با استفاده از روش های عددی نیز می توان به ازای هر مقدار𝐾 محل ریشه ها را در صفحه مختلط𝑠تعیین نمود.

 لط در صفحه مختمکان هندسی ریشه ها روشی ترسیمی است که با قواعد مشخص محل تقریبی ریشه ها را𝑠
.معلوم می کند

 نمایدکه در معادله فوق صدق کند بایستی دو شرط زاویه و اندازه را ارضا( حقیقی یا مختلط)هر ریشه.
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مقدمه
شرایط اندازه و زاویه•

1: معادله مشخصه سیستم را در نظر بگیرید + 𝐾𝐺 𝑠 = 0

در این صورت:𝐺 𝑠 = −
1

𝐾

شرط اندازه:
هر مقدار𝑠که ریشه این معادله باشد بایستی در شرط زیر صدق کند:

𝐺(𝑠) =
1

𝐾

 زاویهشرط:
هر مقدار𝑠 این معادله باشد بایستی در شرط زیر صدق کندکه ریشه:

 به ازای𝐾 > 𝐺∡بایستی  0 𝑠 = 2𝑘 + 1 𝜋, 𝑘 = 0, ± 1, ± 2, …

 به ازای𝐾 < 𝐺∡بایستی 0 𝑠 = 2𝑘𝜋, 𝑘 = 0, ± 1, ± 2,…

 مکان هندسی ریشه ها روشی ترسیمی است که نقاطی در صفحه𝑠که این شرایط را ارضا می کنند را تعیین می کند  .
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مقدمه

شرایط اندازه و زاویه•
 به صورت زیر داده شده باشدتابع تبدیل حلقه باز سیستم حال فرض کنید  :

𝐺 𝑠 =
ς𝑖=1
𝑚 𝑠 + 𝑧𝑖

ς𝑖=1
𝑛 𝑠 + 𝑝𝑖

 که در آن𝑧𝑖 صفرها و𝑝𝑖 این صورتدر. تابع تبدیل سیستم حلقه باز می باشند( حقیقی یا مختلط)قطب های:

شرط اندازه:

𝐺(𝑠) =
ς𝑖=1
𝑚 𝑠 + 𝑧𝑖

ς𝑖=1
𝑛 𝑠 + 𝑝𝑖

=
1
𝐾

شرط زاویه:

∡𝐺 𝑠 =
𝑖=1

𝑚

∡ 𝑠 + 𝑧𝑖 −
𝑖=1

𝑛

∡ 𝑠 + 𝑝𝑖 = ቊ
2𝑘 + 1 𝜋, 𝑘 = 0, ±1,±2,… FOR 𝐾 > 0
2𝑘𝜋, 𝑘 = 0, ±1, ±2,… FOR 𝐾 < 0
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مقدمه

شرایط اندازه و زاویه•
 نمایش برداری𝑠 + 𝑧𝑖 و𝑠 + 𝑝𝑖

𝑠 + 𝑧𝑖 = Ԧ𝑠 + 𝑧𝑖 = Ԧ𝑠 − (−𝑧𝑖)

 نمایش برداری𝑠 + 𝑧𝑖 برداری است که از نقطه−𝑧𝑖(صفر سیستم ) شروع و به نقطه𝑠ختم می شود.

9
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مقدمه

شرایط اندازه و زاویه•

به منظور نمایش ترسیمی فرض کنید  :𝐺 𝑠 =
𝑠+𝑧1

𝑠(𝑠+𝑝2)(𝑠+𝑝3)

بردار مرتبط با صفر را با رنگ قرمز و بردارهای مربوط به قطب ها را با رنگ سبز ترسیم کنید:

 در این صورت اگر𝑠یک ریشه معادله مشخصه باشد، آنگاه:

شرط اندازه:
𝑙𝑧1

𝑙𝑝1⋅ 𝑙𝑝2⋅ 𝑙𝑝3
=

1

𝐾

شرط زاویه :𝜃𝑧1 − 𝜃𝑝1 + 𝜃𝑝2 + 𝜃𝑝3 = ቊ
2𝑘 + 1 𝜋, FOR 𝐾 > 0
2𝑘𝜋, FOR 𝐾 < 0
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مقدمه

شرایط اندازه و زاویه•
 بدین ترتیب یافتن نقاط𝑠دکه بر روی مکان هندسی ریشه ها قرار دارند در دو مرحله جستجو می شون

 جستجو در تمامی نقاط صفحه𝑠و یافتن نقاطی که یکی از شرایط زاویه را ارضا کنند.

 یافتن بهره حلقه𝐾(مثبت و یا منفی )که شرط اندازه را ارضا کند.

 این جستجو از محل قرار گیری صفرها و قطب های سیستم حلقه باز𝐺(𝑠) و با قوانینی که در ادامه

.ارائه می شود انجام خواهد شد

فرض کنید محل قرار گیری ریشه های معادله مشخصه به ازای بهره مثبت : نماد و نمایش𝐾 > را 0

می نامیم و با خطوط توپر نمایش دهیمRLبه 

𝐾منفی آنرا به ازای بهره و  < .نامیده و با خط چین نمایش دهیمCRLبا 0
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عناوین فصل
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کرد،خواهیمنتمریراهاریشههندسیمکانکامپیوتریودستیترسمروشمتنوعکاربریمثالهایارائهباونمودهبیانراهاریشههندسیمکانترسیمقوانینسپس.کنیم

بههاشهریهندسیمکانروشازاستفادهباپایاندرونمودهتحلیلنمایشیصورتبهراسیستمبهپایدارقطبوصفرنمودناضافهباهاریشههندسیمکانهایویژگی
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12

طراحی سیستم کنترل توسط مکان
کاربردی، کنترلگر بهره ثابت، جبران ساز های دینامیکی، معرفی چند کنترلگر

، تحلیل مسائل ابتکاری Lead-Lagو PD ،Lead ،Lagطراحی کنترلگر  5

ویژگی های مکان هندسی ریشه ها
یشه ها، تعیین بهره حلقه به صورت دستی و کامپیوتری از روی مکان هندسی ر

فر سمت اضافه کردن یک یا دو قطب پایدار به سیستم، اضافه کردن یک یا دو ص
.  چپ به سیستم 4

مقدمه
ط اندازه و چرا مکان هندسی ریشه ها، معادله مشخصه سیستم حلقه بسته، شرای

زاویه، روش هندسی نمایش شرایط اندازه و زاویه 1
قوانین ترسیم مکان هندسی ریشه ها

ور نقاط ابتدا و انتهایی، تعداد شاخه ها، تقارن مکان، مجانب ها، نقاط روی مح
ج از زاویه ورود یا خروموهومی و و حقیقی، نقاط تقاطع شاخه ها با محور حقیقی 

صفرقطب و  2
مثال های کاربردی

افه کردن اض، سیستم درجه دو، روش گام به گام ترسیم دستی، روش کامپیوتری
ارن حول یک قطب نزدیک، دورکردن قطب از مبدا، سیستم مرتبه چهار و پنج، تق

محور عمودی 3
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December 2, 2021باتیک ارسه ردکتر حمید رضا تقی راد                                                         دانشکده مهندسی برق، دپارتمان کنترل و سیستم، گرو

قوانین ترسیم مکان هندسی ریشه ها

نقاط ابتدا و انتها : قانون ا•
 نقطه ابتدایی مکان هندسی ریشه ها، به ازای𝐾 = .قرار دارند𝐺(𝑠)در محل قطب های 0

 نقاط انتهایی به ازای𝐾 = و یا به صورت مجانبی در بینهایت قرار 𝐺(𝑠)های صفر در محل ∞±

.دارند

تعداد شاخه ها: 2قانون •
تعداد شاخه ها در مکان هندسی ریشه ها برابر مرتبه چندجمله ای مشخصه سیستم است.

،مرتبه چند جمله ای مشخصه سیستم های کنترل علیّ، برابر تعداد قطب های سیستم است

اد قطب های چرا که سیستم های علّی سره یا اکیدا سره بوده و تعداد صفرهای سیستم حداکثر برابر تعد

.سیستم خواهد بود
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قوانین ترسیم مکان هندسی ریشه ها
تقارن  : 3قانون •

مکان هندسی ریشه ها، نسبت به محور حقیقی متقارن است.

ند، آنگاه اگر در سیستمی محل قرار گیری صفر ها و قطب ها نسبت به محور دیگری نیز متقارن باش
.نسبت به آن محور نیز متقارن استمکان هندسی ریشه ها 

مجانب ها : 4قانون •
 به ازای𝐾 → :به سمت محورهایی مجانب خواهند شدمکان هندسی ریشه هاشاخه های ∞±

 زاویه محورهای مجانب درRLبرابر𝜃𝑘 = 2𝑘 + 1 𝜋/(𝑛 −𝑚) , 

 در زاویه محورهای مجانبCRLبرابر𝜃𝑘 = 2𝑘𝜋/(𝑛 − 𝑚) ,

محل تلاقی مجانب ها بر روی محور حقیقی برابر است با :𝜎 =
σ 𝑝𝑖−σ 𝑧𝑖

𝑛−𝑚

 که در آن𝑛 تعداد قطب ها و𝑚 تعداد صفرهای𝐺(𝑠)است

14
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قوانین ترسیم مکان هندسی ریشه ها
نقاط روی محور حقیقی: 5قانون •

RL :رد بخشی از محور حقیقی که مجموع تعداد صفر ها و قطب های حقیقی در سمت راست آن عددی ف
.باشند بر روی مکان هندسی ریشه ها با بهره مثبت قرار دارند

CRL : حقیقی در سمت راست آن عددیقطب های بخشی از محور حقیقی که مجموع تعداد صفر ها و
.قرار دارندمنفی باشند بر روی مکان هندسی ریشه ها با بهره زوج 
بدین ترتیب محور حقیقی همواره بخشی از مکان هندسی ریشه های کامل سیستم است.

نقاط جدایی شاخه ها: 6قانون •
 در صورت وجود در شرط شاخه ها جدایی نقاط𝑑𝐺 𝑠

𝑑𝑠
= .صدق می کند0

 اگر معادله فوق دارای ریشه حقیقی باشد، آن نقطه جدایی حتما محل تقاطع شاخه هایRL یاCRL با محور
.حقیقی است

رایط زاویه و اگر معادله فوق ریشه حقیقی نداشته باشد، شاخه ها از محور حقیقی جدایش ندارند، ولی اگر این نقطه ش
.خواهد بود𝑠اندازه را ارضا کند نقطه جدایش شاخه ها نه بر روی محور حقیقی بلکه در صفحه 

15
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December 2, 2021باتیک ارسه ردکتر حمید رضا تقی راد                                                         دانشکده مهندسی برق، دپارتمان کنترل و سیستم، گرو

قوانین ترسیم مکان هندسی ریشه ها
زاویه ورود یا خروج: 7قانون •

زاویه ایست که تحت آن زاویه، شاخه مکان هندسی از قطب مربوطه جدا می شود: زاویه خروج.

 شودبه صفر مربوطه وارد می آن زاویه، شاخه مکان هندسی با زاویه ایست که : ورودزاویه.

 د نظر در نظر مور( یا صفر)برای تعیین این زاویه، از شرط زاویه استفاده کرده، نقطه ای فرضی در نزدیکی قطب
.  گرفته و شرط زاویه را برای این نقطه می نویسیم

سپس حد زوایا را وقتی نقطه مورد نظر به سمت قطب

:مورد نظر میل می کند به دست می آوریم( یا صفر)

:زاویه خروج از قطب دوم را بدین صورت پیدا می کنیم

𝜃𝑧1 − 𝜃𝑝1 + 𝜃𝑝2 + 𝜃𝑝3 = 2𝑘 + 1 𝜋

:بدین ترتیب در حد و به ازای قطب ها و صفرهای داده شده در شکل داریم
𝜋

4
−

3𝜋

4
+ 𝜃𝑝2 +

𝜋

2
= 3𝜋 → 𝜃𝑝2 = 𝜋 +

𝜋

2
=

3𝜋

2
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°−𝟐

×

×

ℜ(𝑠)

−𝟏 + 𝒋 ℑ(𝑠)

−𝟏 − 𝒋

𝒍𝒛𝟏

×

𝒍𝒑𝟑

𝒍𝒑𝟑

𝒍𝒑𝟏

𝟎

𝜽𝒑𝟑

𝑠

𝜽𝒑𝟏

𝜽𝒑𝟐

𝜽𝒛𝟏
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عناوین فصل

میمروررازاویهواندازیشرایطوروشاینازاستفادهانگیزهابتدادر.شویممیآشناکنترلهایسیستمطراحیوتحلیلدرهاریشههندسیمکانروشچندینبافصلایندر
کرد،خواهیمنتمریراهاریشههندسیمکانکامپیوتریودستیترسمروشمتنوعکاربریمثالهایارائهباونمودهبیانراهاریشههندسیمکانترسیمقوانینسپس.کنیم

بههاشهریهندسیمکانروشازاستفادهباپایاندرونمودهتحلیلنمایشیصورتبهراسیستمبهپایدارقطبوصفرنمودناضافهباهاریشههندسیمکانهایویژگی
.پرداختخواهیمLead-Lagو،P،PD،Lead،Lagکاربردی،هایکنترلگرطراحی

17

طراحی سیستم کنترل توسط مکان
کاربردی، کنترلگر بهره ثابت، جبران ساز های دینامیکی، معرفی چند کنترلگر

، تحلیل مسائل ابتکاری Lead-Lagو PD ،Lead ،Lagطراحی کنترلگر  5

ویژگی های مکان هندسی ریشه ها
یشه ها، تعیین بهره حلقه به صورت دستی و کامپیوتری از روی مکان هندسی ر

فر سمت اضافه کردن یک یا دو قطب پایدار به سیستم، اضافه کردن یک یا دو ص
.  چپ به سیستم 4

مقدمه
ط اندازه و چرا مکان هندسی ریشه ها، معادله مشخصه سیستم حلقه بسته، شرای

زاویه، روش هندسی نمایش شرایط اندازه و زاویه 1
قوانین ترسیم مکان هندسی ریشه ها

ور نقاط ابتدا و انتهایی، تعداد شاخه ها، تقارن مکان، مجانب ها، نقاط روی مح
ج از حقیقی، نقاط تقاطع شاخه ها با محور حقیقی و موهومی و زاویه ورود یا خرو

قطب و صفر 2
مثال های کاربردی

افه کردن اض، سیستم درجه دو، روش گام به گام ترسیم دستی، روش کامپیوتری
ارن حول یک قطب نزدیک، دورکردن قطب از مبدا، سیستم مرتبه چهار و پنج، تق

محور عمودی 3
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مثال های کاربردی
:سیستم زیر را در نظر بگیرید: 1مثال •

𝐺 𝑠 =
𝑠+1

𝑠2

:نقاط ابتدا و انتهایی و تعداد شاخه ها

دو شاخه وجود دارد که نقاط ابتدایی و انتهایی آن عبارت است از :

𝐾 = 0 → 𝑠 = 0, 𝑠 = 0, 𝐾 = ±∞, 𝑠 = −1, 1 branch → ∞

تنها نسبت به محور حقیقی تقارن وجود دارد

تعداد و مشخصات مجانب ها

 با توجه به اینکه𝑛 − 𝑚 = وجود دارد که منطبق با محور حقیقی CRLو یک مجانب در RLیک مجانب در 1
است

For 𝑘 > 0 → 𝜃𝑘 =
2𝑘+1 𝜋

1
→ 𝜃0 = 𝜋 = 180° For 𝑘 < 0 → 𝜃𝑘 =

2𝑘𝜋

1
→ 𝜃0 = 2𝜋 = 360°

18

+
-

𝑢𝑟 𝑒 𝑠 + 1

𝑠2

𝑦
𝐾
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مثال های کاربردی
:1ادامه مثال •

𝐺 𝑠 =
𝑠+1

𝑠2

تقاطع شاخه ها با محور حقیقی

با توجه به وجود مجانب محل تقاطع شاخه ها را با محور حقیقی بررسی می کنیم  :

𝑑𝐺 𝑠

𝑑𝑠
= −

𝑠+2

𝑠3
= 0 → 𝑠 = −2,

𝑠زاویه خروج از قطب  = :را به دست می آوریم0

𝜃𝑧1 − 𝜃𝑝1 + 𝜃𝑝2 = 2𝑘 + 1 𝜋

0° − 90° + 𝜃𝑝2 = 180°

→ 𝜃𝑝2 = 90°

19

×
ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

×
𝟎

𝟗𝟎°,
𝑠

°
𝜽𝒑𝟐

𝜽𝒛𝟏

+
-

𝑢𝑟 𝑒 𝑠 + 1

𝑠2

𝑦
𝐾

−𝟏
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ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

ترسیم گام به گام مکان هندسی ریشه ها

محل قطب ها و صفر ها

محور حقیقی

تقاطع شاخه ها با محور حقیقی

زاویه خروج از قطبهای موهومی 

RLرسم 

CRLرسم 

20

حل دستی

−𝟏°
××

−𝟐

𝟗𝟎°

𝐺 𝑠 =
𝑠 + 1

𝑠2

:1ادامه مثال •
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Matlabها در هندسی ریشه مکان ترسیم 

:1ادامه مثال •

21

حل کامپیوتری 

𝐺 𝑠 =
𝑠 + 1

𝑠2

%   Example 1

clear all, clc, clf

num=[1 1];

den=[1 0 0];

sys=tf(num,den);

rlocus(sys)

hold on

rlocus(-sys,'--')

set(findall(figure(1),'type'

,'line'),'linewidth',2)

hold off

rlocus_examples.m: کد
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مثال های کاربردی
:اضافه کردن یک قطب نزدیک مبدا: 2مثال •

𝐺 𝑠 =
𝑠+1

𝑠2(𝑠+4)

:نقاط ابتدا و انتهایی و تعداد شاخه ها
سه شاخه وجود دارد که نقاط ابتدایی و انتهایی آن عبارت است از  :

𝐾 = 0 → 𝑠 = 0, 𝑠 = 0, 𝑠 = −4 𝐾 = ±∞, 𝑠 = −1, 2 branch → ∞

تنها نسبت به محور حقیقی تقارن وجود دارد

تعداد و مشخصات مجانب ها
 با توجه به اینکه𝑛 −𝑚 = دارد که در امتداد محور حقیقی استوجود CRLمجانب در دو و RLمجانب در دو 2

For 𝑘 > 0 → 𝜃𝑘 =
2𝑘+1 𝜋

2
= ቐ

𝜃0 =
𝜋

2
= 90°

𝜃1 =
3𝜋

2
= 270°

For 𝑘 < 0 → 𝜃𝑘 =
2𝑘𝜋

2
= ቐ

𝜃0 =
0

2
= 0°

𝜃1 =
𝜋

2
= 180°

𝜎 =
0 + 0 + −4 − (−1)

2
= −

3

2

22

+
-

𝑢𝑟 𝑒 𝑠 + 1

𝑠2
𝐾

𝑠 + 4

𝑦
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مثال های کاربردی
:2ادامه مثال •

𝐺 𝑠 =
𝑠+1

𝑠2(𝑠+4)

تقاطع شاخه ها با محور حقیقی

با توجه به وجود مجانب محل تقاطع شاخه ها را با محور حقیقی بررسی می کنیم :

𝑑𝐺 𝑠

𝑑𝑠
= −

2𝑠2+7𝑠+8

𝑠3 𝑠+4 2 = 0 → 𝑠1,2 = −1.75 ± 𝑗0.97,

 به موهومی بودن پاسخ غیر قابل قبول استتوجه با.

 زاویه خروج از قطب𝑠 = :را به دست می آوریم0

𝜃𝑧1 − 𝜃𝑝1 + 𝜃𝑝2 + 𝜃𝑝3 = 2𝑘 + 1 𝜋

0° − 90° + 𝜃𝑝2 + 0 = 180°

→ 𝜃𝑝2 = 90°

23

×
ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

×
𝟎

𝟗𝟎°,
𝑠

°
𝜽𝒑𝟐

𝜽𝒛𝟏−𝟏

+
-

𝑢𝑟 𝑒 𝑠 + 1

𝑠2
𝐾

𝑠 + 4

𝑦

×
−𝟒
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ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

ترسیم گام به گام مکان هندسی ریشه ها

محل قطب ها و صفر ها

محور حقیقی

مجانب ها

زاویه خروج از قطب های بر روی 
مبدا 

RLرسم 

CRLرسم 

24

حل دستی

−𝟏−𝟐

𝟗𝟎°

𝐺 𝑠 =
𝑠 + 1

𝑠2(𝑠 + 4)

−𝟏. 𝟓−𝟒 −𝟑 ° ×××

:2ادامه مثال •
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Matlabها در هندسی ریشه مکان ترسیم 

:2ادامه مثال •

25

حل کامپیوتری 

𝐺 𝑠 =
𝑠 + 1

𝑠2(𝑠 + 4)

%   Example 1

clear all, clc, clf

num=[1 1];

den=[1 4 0 0];

sys=tf(num,den);

rlocus(sys)

hold on

rlocus(-sys,'--')

set(findall(figure(1),'type'

,'line'),'linewidth',2)

hold off

rlocus_examples.m: کد
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مثال های کاربردی
:دور کردن قطب از مبدا: 3مثال •

𝐺 𝑠 =
𝑠+1

𝑠2(𝑠+9)

:نقاط ابتدا و انتهایی و تعداد شاخه ها
سه شاخه وجود دارد که نقاط ابتدایی و انتهایی آن عبارت است از  :

𝐾 = 0 → 𝑠 = 0, 𝑠 = 0,𝑠 = −9 𝐾 = ±∞, 𝑠 = −1, 2 branch → ∞

تنها نسبت به محور حقیقی تقارن وجود دارد

تعداد و مشخصات مجانب ها
مثل قبل

For 𝑘 > 0 → ቐ
𝜃0 =

𝜋

2
= 90°

𝜃1 =
3𝜋

2
= 270°

For 𝑘 < 0 → ቐ
𝜃0 =

0

2
= 0°

𝜃1 =
𝜋

2
= 180°

𝜎با این تفاوت که =
0+0+ −9 −(−1)

2
= −4

26

+
-

𝑢𝑟 𝑒 𝑠 + 1

𝑠2
𝐾

𝑠 + 9

𝑦
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مثال های کاربردی
:2ادامه مثال •

𝐺 𝑠 =
𝑠+1

𝑠2(𝑠+9)

تقاطع شاخه ها با محور حقیقی

با توجه به وجود مجانب محل تقاطع شاخه ها را با محور حقیقی بررسی می کنیم :

𝑑𝐺 𝑠

𝑑𝑠
= −

2 𝑠+3 2

𝑠3 𝑠+4 2 = 0 → 𝑠1,2 = −3,

 به حقیقی شدن پاسخ قابل قبول استتوجه با.

 زاویه خروج از قطب𝑠 = .نیز تغییری نکرده است0

𝜃𝑧1 − 𝜃𝑝1 + 𝜃𝑝2 + 𝜃𝑝3 = 2𝑘 + 1 𝜋

0° − 90° + 𝜃𝑝2 + 0 = 180°

→ 𝜃𝑝2 = 90°

27

×
ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

×
𝟎

𝟗𝟎°,
𝑠

°
𝜽𝒑𝟐

𝜽𝒛𝟏−𝟏

+
-

𝑢𝑟 𝑒 𝑠 + 1

𝑠2
𝐾

𝑠 + 9

𝑦

×
−𝟗
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ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

ترسیم گام به گام مکان هندسی ریشه ها

محل قطب ها و صفر ها

محور حقیقی

مجانب ها

محل برخورد با محور حقیقی

زاویه خروج از قطب های بر روی 
مبدا

RLرسم 

CRLرسم 

28

حل دستی

−𝟏−𝟐

𝟗𝟎°

𝐺 𝑠 =
𝑠 + 1

𝑠2(𝑠 + 9)

−𝟖 −𝟔 ° ×××

:3ادامه مثال •

−𝟒−𝟏𝟎

−𝟑−𝟗
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Matlabها در هندسی ریشه مکان ترسیم 

:3ادامه مثال •

29

حل کامپیوتری 

𝐺 𝑠 =
𝑠 + 1

𝑠2(𝑠 + 9)

%   Example 1

clear all, clc, clf

num=[1 1];

den=[1 9 0 0];

sys=tf(num,den);

rlocus(sys)

hold on

rlocus(-sys,'--')

set(findall(figure(1),'type'

,'line'),'linewidth',2)

hold off

rlocus_examples.m: کد
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Matlabها در هندسی ریشه مکان ترسیم 

بیشتر دور کردن قطب از مبدا: 3ادامه مثال •

30

حل کامپیوتری 

𝐺 𝑠 =
𝑠 + 1

𝑠2(𝑠 + 12)

%   Example 1

clear all, clc, clf

num=[1 1];

den=[1 12 0 0];

sys=tf(num,den);

rlocus(sys)

hold on

rlocus(-sys,'--')

set(findall(figure(1),'type'

,'line'),'linewidth',2)

hold off

rlocus_examples.m: کد
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مثال های کاربردی
:سیستم مرتبه چهار زیر را در نظر بگیرید: 4مثال •

𝐺 𝑠 =
𝑠+1

𝑠(𝑠+4)(𝑠2+2𝑠+2)

:نقاط ابتدا و انتهایی و تعداد شاخه ها
چهار شاخه وجود دارد که نقاط ابتدایی و انتهایی آن عبارت است از  :

𝐾 = 0 → 𝑠 = 0, 𝑠 = −4, 𝑠 = −1 ± 𝑗1 𝐾 = ±∞, 𝑠 = −1, 3 branches → ∞

تنها نسبت به محور حقیقی تقارن وجود دارد

تعداد و مشخصات مجانب ها
 با توجه به اینکه𝑛 −𝑚 = وجود داردCRLو سه مجانب در RLسه مجانب در 3

For 𝑘 > 0 → 𝜃𝑘 =
2𝑘+1 𝜋

3
=

𝜃0 =
𝜋

3
= 60°

𝜃1 =
3𝜋

3
= 180°

𝜃2 =
5𝜋

3
= 300°

For 𝑘 < 0 → 𝜃𝑘 =
2𝑘𝜋

3
=

𝜃0 =
𝜋

3
= 0°

𝜃1 =
2𝜋

3
= 120°

𝜃2 =
4𝜋

3
= 240°

𝜎 =
0 + −4 + −1 + 𝑗 + −1 − 𝑗 − (−1)

3
= −

5

3

31

+
-

𝑢𝑟 𝑒 1

𝑠 𝑠2 + 2𝑠 + 2
𝐾 𝑠 + 1

𝑠 + 4

𝑦
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مثال های کاربردی
:4ادامه مثال •

𝐺 𝑠 =
𝑠+1

𝑠(𝑠+4)(𝑠2+2𝑠+2)

تقاطع شاخه ها با محور حقیقی
با توجه به وجود مجانب محل تقاطع شاخه ها را با محور حقیقی بررسی می کنیم  :

𝑑𝐺 𝑠

𝑑𝑠
= −

3𝑠4+16𝑠3+28𝑠2+20𝑠+8

𝑠2 𝑠3+6𝑠2+10𝑠+8 2 = 0 → 𝑠1 = −2, 𝑠2 = −2.47, 𝑠3,4 = −0.43 ± 𝑗0.6

هر دو جواب حقیقی قابل قبول است  .

𝑠زاویه خروج از قطب  = −1 + 𝑗را به دست می آوریم:

𝜃𝑧1 − 𝜃𝑝1 + 𝜃𝑝2 + 𝜃𝑝3 = 2𝑘 + 1 𝜋

90° − 135° + 𝜃𝑝2 + 90° + 18.43 = 180°

→ 𝜃𝑝2 = 26.6°

32

+
-

𝑢𝑟 𝑒 1

𝑠 𝑠2 + 2𝑠 + 2
𝐾 𝑠 + 1

𝑠 + 4

𝑦

×
−𝟒

×

×

ℜ(𝑠)

−𝟏 + 𝒋 ℑ(𝑠)

−𝟏 − 𝒋

×
𝟎

𝟗𝟎°

𝑠

°
𝜽𝒑𝟏

𝜽𝒑𝟐

𝜽𝒑𝟒
𝜽𝒛𝟏
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مثال های کاربردی
: 4ادامه مثال •

محل تلاقی با محور موهومی
با استفاده از معیار راث می توان حالت نوسانات دائمی

را تعیین نمود𝑗𝜔و محل برخورد با محور 

Δ:معادله مشخصه سیستم 𝑠 = 𝑠4 + 6𝑠3 + 10𝑠2 + 1 + 𝐾 𝑠 + 1 + 𝐾

:جدول راث را به دست بیاورید

:  شرایط پایداری
1 + 𝐾 > 0 → 𝐾 > −1

9.83 − 0.167𝐾 > 0 → 𝐾 < 58.63

3.83 − 0.167𝐾 > 0 → 𝐾 < 22.93

1−: محدوده پایداری < 𝐾 < 22.93

 به ازای𝐾 = :معادله کمکی22.93

𝐴 𝑠 = 6𝑠2 + 23.93 = 0

𝑠 = ±𝑗 1.99

33

+
-

𝑢𝑟 𝑒 1

𝑠 𝑠2 + 2𝑠 + 2
𝐾 𝑠 + 1

𝑠 + 4

𝑦

Δ 𝑠 = 𝐹 𝑠 = 𝑠4 + 6𝑠3 + 10𝑠2 + (1 + 𝐾)𝑠 + (1 + 𝑘) = 0

𝑠4 1 10 1 + 𝐾

𝑠3 6 1 + 𝐾 0

𝑠2
60 − 1 − 𝐾

6
= 9.83 − 0.167𝐾 1 + 𝐾 0

𝑠1 (1 + 𝐾)(3.83 − 0.167𝐾)/𝐴 0 0

𝑠0 1 + 𝐾 0 0
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× ° ×

×

×

ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

ترسیم گام به گام مکان هندسی ریشه ها

محل قطب ها و صفر ها

محور حقیقی

مجانب ها

تقاطع شاخه ها با محور حقیقی

زاویه خروج از قطب های موهومی 

تقاطع با محور موهومی

RLرسم 

CRLرسم 

34

𝝈

𝒋𝟐

−𝒋𝟐

−𝟐, 𝟒𝟕 −𝟐

حل دستی

:4ادامه مثال •
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Matlabها در هندسی ریشه مکان ترسیم 

:4ادامه مثال •

35

حل کامپیوتری 

𝐺 𝑠 =
𝑠+1

𝑠(𝑠+4)(𝑠2+2𝑠+2)

%   Example 1

clear all, clc, clf

num=[1 1];

den=conv([1 4 0],[1 2 2]);

sys=tf(num,den);

rlocus(sys)

hold on

rlocus(-sys,'--')

set(findall(figure(1),'type'

,'line'),'linewidth',2)

hold off

rlocus_examples.m: کد
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مثال های کاربردی
:سیستم مرتبه پنج زیر را در نظر بگیرید: 5مثال •

𝐺 𝑠 =
𝑠+3

𝑠(𝑠+5)(𝑠+6)(𝑠2+2𝑠+2)

:نقاط ابتدا و انتهایی و تعداد شاخه ها
پنج شاخه وجود دارد که نقاط ابتدایی و انتهایی آن عبارت است از  :

𝐾 = 0 → 𝑠 = 0, 𝑠 = −5, 𝑠 = −6, 𝑠 = −1 ± 𝑗1 𝐾 = ±∞, 𝑠 = −3, 4 branches → ∞

تنها نسبت به محور حقیقی تقارن وجود دارد

تعداد و مشخصات مجانب ها
 با توجه به اینکه𝑛 −𝑚 = وجود داردCRLو چهار مجانب در RLچهار مجانب در 4

For 𝑘 > 0 → 𝜃𝑘 =
2𝑘+1 𝜋

4
= ቐ

𝜃1,2 = ±
𝜋

4
= ±45°

𝜃3,4 = ±
3𝜋

4
= ±135°

For 𝑘 < 0 → 𝜃𝑘 =
2𝑘𝜋

4
= ቐ

𝜃0 =
0𝜋

4
= 0°, 𝜃1 =

2𝜋

4
= 90°

𝜃2 =
4𝜋

4
= 180°, 𝜃3 =

6𝜋

4
= 270°

𝜎 =
0 − 5 − 6 + −1 + 𝑗 + −1 − 𝑗 − (3)

4
= −

5

2

36

+
-

𝑢𝑟 𝑒 𝐾

𝑠(𝑠 + 6)

𝑦𝑠 + 3

(𝑠 + 5) 𝑠2 + 2𝑠 + 2
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مثال های کاربردی
:5ادامه مثال •

𝐺 𝑠 =
𝑠+3

𝑠(𝑠+5)(𝑠+6)(𝑠2+2𝑠+2)

تقاطع شاخه ها با محور حقیقی
با توجه به وجود مجانب محل تقاطع شاخه ها را با محور حقیقی بررسی می کنیم  :

𝑑𝐺 𝑠

𝑑𝑠
= −2

2𝑠5+27𝑠4+132𝑠3+284𝑠2+246𝑠+90

𝑠2(𝑠4+13𝑠3+54𝑠2+82𝑠+60)^2
= 0

→ 𝑠1 = −5.526, 𝑠2,3 = −3.33 ± 𝑗1.2,𝑠4,5 = −0.66 ± 𝑗0.47

جواب حقیقی قابل قبول است  .

𝑠زاویه خروج از قطب  = −1 + 𝑗را به دست می آوریم:

𝜃𝑧1 − 𝜃𝑝1 + 𝜃𝑝2 + 𝜃𝑝3 + 𝜃𝑝4 + 𝜃𝑝5 = 2𝑘 + 1 𝜋

90° − 135° + 𝜃𝑝2 + 90° + 14° +11.4° = 180°

→ 𝜃𝑝2 = −43.8°

37

×
−𝟓

×

×

ℜ(𝑠)

−𝟏 + 𝒋 ℑ(𝑠)

−𝟏 − 𝒋

×
𝟎

𝟗𝟎°

𝑠

°
𝜽𝒑𝟏

𝜽𝒑𝟐

𝜽𝒑𝟒

𝜽𝒛𝟏

+
-

𝑢𝑟 𝑒 𝐾

𝑠(𝑠 + 6)

𝑦𝑠 + 3

(𝑠 + 5) 𝑠2 + 2𝑠 + 2

×
−𝟔

𝜽𝒑𝟓

−𝟑
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مثال های کاربردی
:  5ادامه مثال •

محل تلاقی با محور موهومی
با استفاده از معیار راث می توان حالت نوسانات دائمی

را تعیین نمود𝑗𝜔و محل برخورد با محور 

Δ:معادله مشخصه سیستم 𝑠 = 𝑠5 + 13𝑠4 + 54𝑠3 + 82𝑠2 + 60 + 𝐾 𝑠 + 3𝐾 = 0

:جدول راث را به دست بیاورید

:  شرایط پایداری
3𝐾 > 0 → 𝐾 > 0

65.6 − 0.212𝐾 > 0 → 𝐾 < 309

3940 − 105𝐾 − 0.1363𝐾2 > 0 → 𝐾 < 35

0: محدوده پایداری < 𝐾 < 35

 به ازای𝐾 = :معادله کمکی35

𝐴 𝑠 = 58.2𝑠2 + 105 = 0

𝑠 = ±𝑗 1.34

38

+
-

𝑢𝑟 𝑒 1

𝑠 𝑠2 + 2𝑠 + 2
𝐾 𝑠 + 1

𝑠 + 4

𝑦

Δ 𝑠 = 𝑠5 + 13𝑠4 + 54𝑠3 + 82𝑠2 + 60 + 𝐾 𝑠 + 3𝐾 = 0

𝑠5 1 54 60 + 𝐾

𝑠4 13 82 3𝐾

𝑠3 47.7 0.796𝐾 0

𝑠2 𝐴 = 65.6 − 0.212 𝐾 3𝐾 0

𝑠1 3940 − 105𝐾 − 0.1363𝐾2/𝐴 0 0

𝑠0 3𝐾 0 0
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×

× ° ×
×

×
ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

ترسیم گام به گام مکان هندسی ریشه ها

محل قطب ها و صفر ها

محور حقیقی

مجانب ها

تقاطع شاخه ها با محور حقیقی

زاویه خروج از قطب های موهومی 

تقاطع با محور موهومی

RLرسم 

CRLرسم 

39

−𝟓.𝟓𝟑

حل دستی

−𝟐. 𝟓
𝒋𝟏. 𝟑𝟒

−𝒋𝟏. 𝟑𝟒

𝐺:5ادامه مثال • 𝑠 =
𝑠 + 3

𝑠(𝑠 + 5)(𝑠 + 6)(𝑠2 + 2𝑠 + 2)

−𝟏𝟐 − 𝟏𝟎 − 𝟖 − 𝟔 − 𝟒 − 𝟐 𝟎 𝟐 𝟒
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Matlabها در هندسی ریشه مکان ترسیم 

:5ادامه مثال •

40

حل کامپیوتری 

𝐺 𝑠 =
𝑠 + 3

𝑠(𝑠 + 5)(𝑠 + 6)(𝑠2 + 2𝑠 + 2)

%   Example 1

clear all, clc, clf

num=[1 3];

den=conv([1 11 30 0],[1 2 2]);

sys=tf(num,den);

rlocus(sys)

hold on

rlocus(-sys,'--')

set(findall(figure(1),'type','

line'),'linewidth',2)

hold off

rlocus_examples.m: کد
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مثال های کاربردی
:سیستم مرتبه چهار زیر را در نظر بگیرید: 6مثال •

𝐺 𝑠 =
1

𝑠(𝑠+2)(𝑠2+2𝑠+5)

:نقاط ابتدا و انتهایی و تعداد شاخه ها
چهار شاخه وجود دارد که نقاط ابتدایی و انتهایی آن عبارت است از  :

𝐾 = 0 → 𝑠 = 2, 𝑠 = −1 ± 𝑗2 𝐾 = ±∞, 4 branches → ∞

𝑠نسبت به محور حقیقی و محور = تقارن وجود دارد1−

تعداد و مشخصات مجانب ها
 با توجه به اینکه𝑛 −𝑚 = وجود داردCRLو چهار مجانب در RLچهار مجانب در 4

For 𝑘 > 0 → 𝜃𝑘 =
2𝑘+1 𝜋

4
= ቐ

𝜃1,2 = ±
𝜋

4
= ±45°

𝜃3,4 = ±
3𝜋

4
= ±135°

For 𝑘 < 0 → 𝜃𝑘 =
2𝑘𝜋

4
= ቐ

𝜃0 =
0𝜋

4
= 0°, 𝜃1 =

2𝜋

4
= 90°

𝜃2 =
4𝜋

4
= 180°, 𝜃3 =

6𝜋

4
= 270°

𝜎 =
0 − 2 + −1 + 2𝑗 + −1 − 2𝑗 − (0)

4
= −

4

4
= −1

41

+
-

𝑢𝑟 𝑒 𝐾

𝑠(𝑠 + 2)

𝑦1

𝑠2 + 2𝑠 + 5
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مثال های کاربردی
:6ادامه مثال •

𝐺 𝑠 =
1

𝑠(𝑠+2)(𝑠2+2𝑠+5)

تقاطع شاخه ها با محور حقیقی
با توجه به وجود مجانب محل تقاطع شاخه ها را بررسی می کنیم  :

𝑑𝐺 𝑠

𝑑𝑠
= −2

2𝑠3+6𝑠2+9𝑠+5

𝑠2(𝑠4+13𝑠3+54𝑠2+82𝑠+60)^2
= 0

→ 𝑠1 = −1, 𝑠2,3 = −1 ± 𝑗1.22,

 1هر سه جواب در معادله + 𝐾𝐺 𝑠 = !   صدق کرده و قابل قبول هستند0

𝑠زاویه خروج از قطب  = −1 + 𝑗2را به دست می آوریم:

− 𝜃𝑝1 + 𝜃𝑝2 + 𝜃𝑝3 = 2𝑘 + 1 𝜋

− 116.6° + 𝜃𝑝2 + 90° + 63.4° = 180°

→ 𝜃𝑝2 = −90°

42

×

×

×

ℜ(𝑠)

−𝟏 + 𝒋𝟐

ℑ(𝑠)

−𝟏 − 𝒋𝟐

×
𝟎

𝟗𝟎°

𝑠

𝜽𝒑𝟏

𝜽𝒑𝟐

𝜽𝒑𝟑

−𝟐

+
-

𝑢𝑟 𝑒 𝐾

𝑠(𝑠 + 2)

𝑦1

𝑠2 + 2𝑠 + 5
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مثال های کاربردی
:  6ادامه مثال •

محل تلاقی با محور موهومی
با استفاده از معیار راث می توان حالت نوسانات دائمی

را تعیین نمود𝑗𝜔و محل برخورد با محور 

Δ:معادله مشخصه سیستم 𝑠 = 𝑠4 + 4𝑠3 + 9𝑠2 + 105 + 𝐾 = 0

:جدول راث را به دست بیاورید

:  شرایط پایداری
𝐾 > 0

65 − 4𝐾 > 0 → 𝐾 < 16.25

0: محدوده پایداری < 𝐾 < 16.25

 به ازای𝐾 = :معادله کمکی16.25

𝐴 𝑠 = 6.5𝑠2 + 16.25 = 0

𝑠 = ±𝑗 1.58

43

Δ 𝑠 = 𝑠4 + 4𝑠3 + 9𝑠2 + 105 + 𝐾 = 0

𝑠4 1 9 𝐾

𝑠3 4 105 0

𝑠2 6.5 𝐾 0

𝑠1 65 − 4𝐾/6.5 0 0

𝑠0 𝐾 0 0

+
-

𝑢𝑟 𝑒 𝐾

𝑠(𝑠 + 2)

𝑦1

𝑠2 + 2𝑠 + 5
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×
×

×

×
ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

ترسیم گام به گام مکان هندسی ریشه ها

محل قطب ها و صفر ها

محور حقیقی

مجانب ها

تقاطع شاخه ها با محور حقیقی

زاویه خروج از قطب های موهومی 

تقاطع با محور موهومی

RLرسم 

CRLرسم 

44

حل دستی

𝒋𝟏. 𝟓𝟖

−𝒋𝟏. 𝟓𝟖

𝐺:6ادامه مثال • 𝑠 =
1

𝑠(𝑠 + 2)(𝑠2 + 2𝑠 + 5)

−𝟔 − 𝟓 − 𝟒 − 𝟑 − 𝟐 − 𝟏 𝟎 𝟏 𝟐

𝒋𝟏. 𝟐𝟑

−𝒋𝟏. 𝟐𝟑
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Matlabها در هندسی ریشه مکان ترسیم 

:6ادامه مثال •

45

حل کامپیوتری 

𝐺 𝑠 =
1

𝑠(𝑠 + 2)(𝑠2 + 2𝑠 + 5)

%   Example 6

clear all, clc, clf

num=1;

den=conv([1 2 0],[1 2 5]);

sys=tf(num,den);

rlocus(sys)

hold on

rlocus(-sys,'--')

set(findall(figure(1),'type','

line'),'linewidth',2)

hold off

rlocus_examples.m: کد
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عناوین فصل

میمروررازاویهواندازیشرایطوروشاینازاستفادهانگیزهابتدادر.شویممیآشناکنترلهایسیستمطراحیوتحلیلدرهاریشههندسیمکانروشچندینبافصلایندر
کرد،خواهیمنتمریراهاریشههندسیمکانکامپیوتریودستیترسمروشمتنوعکاربریمثالهایارائهباونمودهبیانراهاریشههندسیمکانترسیمقوانینسپس.کنیم

بههاشهریهندسیمکانروشازاستفادهباپایاندرونمودهتحلیلنمایشیصورتبهراسیستمبهپایدارقطبوصفرنمودناضافهباهاریشههندسیمکانهایویژگی
.پرداختخواهیمLead-Lagو،P،PD،Lead،Lagکاربردی،هایکنترلگرطراحی

46

طراحی سیستم کنترل توسط مکان
کاربردی، کنترلگر بهره ثابت، جبران ساز های دینامیکی، معرفی چند کنترلگر

، تحلیل مسائل ابتکاری Lead-Lagو PD ،Lead ،Lagطراحی کنترلگر  5

ویژگی های مکان هندسی ریشه ها
یشه ها، تعیین بهره حلقه به صورت دستی و کامپیوتری از روی مکان هندسی ر

فر سمت اضافه کردن یک یا دو قطب پایدار به سیستم، اضافه کردن یک یا دو ص
.  چپ به سیستم 4

مقدمه
ط اندازه و چرا مکان هندسی ریشه ها، معادله مشخصه سیستم حلقه بسته، شرای

زاویه، روش هندسی نمایش شرایط اندازه و زاویه 1
قوانین ترسیم مکان هندسی ریشه ها

ور نقاط ابتدا و انتهایی، تعداد شاخه ها، تقارن مکان، مجانب ها، نقاط روی مح
ج از حقیقی، نقاط تقاطع شاخه ها با محور حقیقی و موهومی و زاویه ورود یا خرو

قطب و صفر 2
مثال های کاربردی

افه کردن اض، سیستم درجه دو، روش گام به گام ترسیم دستی، روش کامپیوتری
ارن حول یک قطب نزدیک، دورکردن قطب از مبدا، سیستم مرتبه چهار و پنج، تق

محور عمودی 3
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ویژگی های مکان هندسی ریشه ها

بر روی مکان هندسی ریشه ها𝐾تعیین بهره •
شرط اندازه برای کلیه نقاط مکان هندسی بر قرار است:

شرط اندازه:
ς𝑖=1
𝑛 𝑙𝑝𝑖

ς𝑖=1
𝑚 𝑙𝑧𝑖

= 𝐾

دار در نتیجه با اندازه گیری حاصل ضرب طول بردار های آبی به حاصل ضرب طول بر

.را تعیین نمود𝐾وان اندازه بهرههای قرمز رنگ می ت

 تعیین مشخصات نقاط مکان هندسی ریشه ها به صورت کامپیوتری

 از دستور[K,poles]=rlocfind(sys) در نرم افزارMatlabاستفاده کنید.

از راست کلیک بر روی نقاط مکان ترسیم شده استفاده کنید.

47

°−𝒛𝟏

×

×

ℜ(𝑠)

−𝒑𝟐 ℑ(𝑠)

−𝒑𝟑

𝒍𝒛𝟏

×

𝒍𝒑𝟑

𝒍𝒑𝟑

𝒍𝒑𝟏

−𝒑𝟏

𝜽𝒑𝟑

𝑠

𝜽𝒑𝟏

𝜽𝒑𝟐

𝜽𝒛𝟏

حل کامپیوتری 

حل دستی
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ویژگی های مکان هندسی ریشه ها
اضافه کردن قطب یا صفر به سیستم•

مکان را به سمت نیم صفحه سمت راست دفع می کند: تاثیر اضافه کردن یک قطب پایدار.

48

𝐺 𝑠 =
1

𝑠(𝑠 + 𝑎)
, 𝑎 > 0

𝐺 𝑠 =
1

𝑠(𝑠 + 𝑎)(𝑠 + 𝑏)
, 𝑏 > 𝑎 > 0

 Kouبرگرفته از کتاب 
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ویژگی های مکان هندسی ریشه ها
اضافه کردن قطب یا صفر به سیستم•

ی کندمکان را بیشتر به سمت نیم صفحه سمت راست دفع م: تاثیر اضافه کردن دو قطب پایدار.

49

𝐺 𝑠 =
1

𝑠(𝑠 + 𝑎)(𝑠 + 𝑏)(𝑠 + 𝑐)
,

𝑐 > 𝑏 > 𝑎 > 0

𝐺 𝑠 =
1

𝑠(𝑠 + 𝑎)(𝑠 + 𝜎 ± 𝑗𝜔)
,

𝜎 > 𝑎 > 0

 Kouبرگرفته از کتاب 
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ویژگی های مکان هندسی ریشه ها
اضافه کردن قطب یا صفر به سیستم•

تاثیر اضافه کردن یک صفر درOLHP :مکان را به سمت نیم سمت چپ جذب می کند.

50

𝐺 𝑠 =
(𝑠 + 𝑏)

𝑠(𝑠 + 𝑎)
,

𝑏 > 𝑎 > 0

𝐺 𝑠 =
(𝑠 + 𝑐)

𝑠(𝑠 + 𝑎)(𝑠 + 𝑏)
,

𝑐 > 𝑏 > 𝑎 > 0

𝐺 𝑠 =
(𝑠 + 𝑏 ± 𝑗𝜔)

𝑠(𝑠 + 𝑎)
,

𝑏 > 𝑎 > 0

 Kouبرگرفته از کتاب 
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December 2, 2021باتیک ارسه ردکتر حمید رضا تقی راد                                                         دانشکده مهندسی برق، دپارتمان کنترل و سیستم، گرو

عناوین فصل

میمروررازاویهواندازیشرایطوروشاینازاستفادهانگیزهابتدادر.شویممیآشناکنترلهایسیستمطراحیوتحلیلدرهاریشههندسیمکانروشچندینبافصلایندر
کرد،خواهیمنتمریراهاریشههندسیمکانکامپیوتریودستیترسمروشمتنوعکاربریمثالهایارائهباونمودهبیانراهاریشههندسیمکانترسیمقوانینسپس.کنیم

بههاشهریهندسیمکانروشازاستفادهباپایاندرونمودهتحلیلنمایشیصورتبهراسیستمبهپایدارقطبوصفرنمودناضافهباهاریشههندسیمکانهایویژگی
.پرداختخواهیمLead-Lagو،P،PD،Lead،Lagکاربردی،هایکنترلگرطراحی

51

طراحی سیستم کنترل توسط مکان
کاربردی، کنترلگر بهره ثابت، جبران ساز های دینامیکی، معرفی چند کنترلگر

، تحلیل مسائل ابتکاری Lead-Lagو PD ،Lead ،Lagطراحی کنترلگر  5

ویژگی های مکان هندسی ریشه ها
یشه ها، تعیین بهره حلقه به صورت دستی و کامپیوتری از روی مکان هندسی ر

فر سمت اضافه کردن یک یا دو قطب پایدار به سیستم، اضافه کردن یک یا دو ص
.  چپ به سیستم 4

مقدمه
ط اندازه و چرا مکان هندسی ریشه ها، معادله مشخصه سیستم حلقه بسته، شرای

زاویه، روش هندسی نمایش شرایط اندازه و زاویه 1
قوانین ترسیم مکان هندسی ریشه ها

ور نقاط ابتدا و انتهایی، تعداد شاخه ها، تقارن مکان، مجانب ها، نقاط روی مح
ج از حقیقی، نقاط تقاطع شاخه ها با محور حقیقی و موهومی و زاویه ورود یا خرو

قطب و صفر 2
مثال های کاربردی

افه کردن اض، سیستم درجه دو، روش گام به گام ترسیم دستی، روش کامپیوتری
ارن حول یک قطب نزدیک، دورکردن قطب از مبدا، سیستم مرتبه چهار و پنج، تق

محور عمودی 3
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طراحی سیستم کنترل توسط مکان هندسی ریشه ها
طراحی کنترلگر بهره ثابت•

 ربات جراح لیزری را که با یک سیستم مرتبه سوم و کنترلگر بهره ثابت𝐾مدل شده است را در نظر بگیرید:

مطلوب است خطای ماندگار به ورودی شیب محدود بماند :𝑒𝑠𝑠 ≥ 0.1 𝑚𝑚

کلیه قطب های سیستم حلقه بسته در : سیستم پایدار باشدOLHPبماند

نوسانات حرکتی زیادی نداشته باشد :𝜁 ≥ 𝜁𝑑 = 0.707

 ممکن است میزان معینی فراجهش یا زمان خیز و یا غیره مطلوب باشد که در این صورت𝜁 = 𝜁𝑑تعیین می شود.

 ثابت های زمانی ربات را𝜏1 = 0.1, 𝜏2 = در نظر بگیرید0.2
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-
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طراحی کنترلگر بهره ثابت•
ربات جراح لیزری:

تحلیل خطای ماندگار به ورودی شیب واحد:𝐿 𝑠 = 𝐾𝐺 𝑠 =
𝐾

𝑠(0.1𝑠+1)(0.2𝑠+1)

ثابت سرعت:𝐾𝑣 = lim
𝑠→0

𝑠𝐿 𝑠 = lim
𝑠→0

𝐾

(0.1𝑠+1)(0.2𝑠+1)
= 𝐾

شرط خطای ماندگار به ورودی شیب واحد:𝑒𝑠𝑠 =
1

𝐾𝑣
=

1

𝐾
≤ 0.1 → 𝐾 ≥ 10

تحلیل پایداری و ضریب استهلاک

پایداری و میزان استهلاک را با استفاده از مکان هندسی ریشه ها تحلیل می کنیم.
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طراحی کنترلگر بهره ثابت•
هرویتز-تحلیل پایداری با استفاده از معیار راث

معادله مشخصه سیستم:Δ 𝑠 = 𝑠 0.1𝑠 + 1 0.2𝑠 + 1 + 𝐾 = 0

Δ 𝑠 = 0.02𝑠3 + 0.3𝑠2 + 𝑠 + 𝐾 = 𝑠3 + 15𝑠2 + 50𝑠 + 50𝐾 = 0

شرایط پایداری

𝐾 > 750و 0 − 50𝐾 > 0 → 𝐾 < 15

 محدوده پایداری

0 < 𝐾 < 15

با شرایط مطلوب خطای ماندگار همخوانی دارد
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Δ 𝑠 = 𝑠3 + 15𝑠2 + 50𝑠 + 50𝐾 = 0

𝑠3 1 50

𝑠2 15 50𝐾

𝑠1 (750 − 50𝐾)/15 0

𝑠0 50𝐾 0
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طراحی کنترلگر بهره ثابت•
تحلیل پایداری و ضریب استهلاک

مکان هندسی را ترسیم می کنیم.

 اگر بخواهیم𝜁 ≈ :باشد0.7

𝐾 = 1.69

  با در نظر گرفتن𝐾 ≈ 10:

𝜁 ≈ 0.1

ودتناقض در مقادیر مطلوب دیده می ش
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طراحی جبران سازهای دینامیکی•

 در کنترلگر بهره ثابت تنها یک پارامتر طراحی𝐶 𝑠 = 𝐾وجود دارد  .
پس نمی توان چند هدف کنترلی را به صورت همزمان ارضا نمود.

یا جبران ساز کاربردیکنترلگر معرفی چند •
 کنترلگر تناسبی :P𝐶 𝑠 = 𝐾

 مشتقی-تناسبیکنترلگر :PD𝐶 𝑠 = 𝐾(𝑇𝑑𝑠 + 1)

 انتگرالی-تناسبیکنترلگر :PI𝐶 𝑠 = 𝐾
1

𝑇𝑖𝑠
+ 1

 انتگرالی-مشتقی-تناسبیکنترلگر :PID𝐶 𝑠 = 𝐾 𝑇𝑑𝑠 +
1

𝑇𝑖𝑠
+ 1

56

 Franklinبرگرفته از کتاب 



دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی  های کنترل خطی سیستم
December 2, 2021باتیک ارسه ردکتر حمید رضا تقی راد                                                         دانشکده مهندسی برق، دپارتمان کنترل و سیستم، گرو
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معرفی چند کنترلگر کاربردی•

 در کنترلگرPD در نقطه صفریک𝑧𝑑 = −
1

𝑇𝑑
.به کنترل تناسبی اضافه شده است

 در کنترلگرPI در نقطه صفرو یک قطب در مبدا یک𝑧𝑖 = −
1

𝑇𝑖
به کنترل تناسبی اضافه شده

𝐶.است 𝑠 = 𝐾
1

𝑇𝑖𝑠
+ 1 = 𝐾

𝑇𝑖𝑠+1

𝑇𝑖𝑠

 در کنترلگرPID کنترل تناسبی اضافه شده استبه صفردو و قطب در مبدا یک.

𝐶 𝑠 = 𝐾
𝑇𝑑𝑇𝑖𝑠

2+𝑇𝑖𝑠+1

𝑇𝑖𝑠
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کاربردیکنترلگر معرفی چند •

 کنترلگر پیش فازLead یا پس فازLag  :𝐶 𝑠 = 𝐾
𝑇𝑧𝑠+1

𝑇𝑝𝑠+1

 قطب یک که در آن𝑝 = −
1

𝑇𝑝
𝑧در نقطه صفرو یک  = −

1

𝑇𝑧
.به کنترل تناسبی اضافه شده است

 جامع کنترلگر کنترلگر پیش فاز حالتPD استنزدیکتراست که در آن صفر اضافه شده به مبدا.

 حالت جامع کنترلگر کنترلگر پس فازPI نزدیکتر است خیلیاست که در آن قطب اضافه شده به مبدا𝑇𝑝 ≫ 1 .
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°×
ℜ(𝑠)−𝟏/𝑻𝒑

ℑ(𝑠)

−𝟏/𝑻𝒛

Lead

𝑇𝑧 > 𝑇𝑝
ℜ(𝑠)

×

−𝟏/𝑻𝒑

ℑ(𝑠)

°
−𝟏/𝑻𝒛

Lag

𝑇𝑧 < 𝑇𝑝
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طراحی کنترلگر دینامیکی•
چرا و چگونه به کنترلگر تناسبی قطب یا صفر اضافه کنیم؟

نامیکی استفاده کنیداگر اهداف کنترلی ارضا نشد، از کنترلگر دی. ابتدا با طراحی کنترلگر تناسبی آغاز کنید.

 برای کاهش خطای ماندگار کنترلگرPI یاLagاستفاده کنید.

تیپ سیستم را افزایش داده و خطای ماندگار را صفر می کندPIکنترلگر •

.نداده ولی خطای ماندگار را کم می کندتیپ سیستم را افزایش Lagکنترلگر •

 کنترلگر برای افزایش سرعت پاسخ و کاهش نوسانات ازPD یاLeadاستفاده کنید.

 می توان در دو مرحله متوالی کنترلگرPID یاLead-Lagرا طراحی نمود

ل می کنند این کنترلگرها هم خطای ماندگار را کم می کنند و هم سرعت پاسخ را تندتر نموده و نوسانات را کنتر•

.و در صنعت بسیار کاربرد دارند
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یا پیش فازPDطراحی کنترلگر •

 مدل ساده شده سیستم نوعی موتورDCرا در نظر بگیرید:

 محدودیت کنترلگر تناسبی𝐶 𝑠 = 𝐾را در پاسخ به مصالحه زیر را بررسی می کنیم.
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+
-

𝑢𝑟 𝑒 1

𝑠(𝑠 + 1)𝐶(𝑠)
𝑦

سرعت پاسخپایداری
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یا پیش فازPDطراحی کنترلگر •

مکان هندسی ریشه ها را رسم می کنیم

 به ازای𝐾 > .سیستم پایدار است0

              با بزرگ شدن بهره کنترلی𝐾 ≫ 1

قطب های مزدوج از محور حقیقی دور می شوند

𝑠 = 𝜎 ± 𝑗𝜔𝑛

              سرعت پاسخ زیاد می شود𝜔𝑛 ≫ 1

              اما نسبت استهلاک کم می شود𝜁 ≪ 1

پس نوسانات پاسخ زیاد است  .

نیدبه عنوان مثال نقطه مطلوب از نظر نوسانات را بررسی ک.
𝜁 ≈ 0.7, 𝐾 ≈ 0.5, 𝜔𝑛 ≈ 0.7

!این سرعت اصلا برای سیستم کافی نیست
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𝑢𝑟 𝑒 1

𝑠(𝑠 + 1)𝐾
𝑦



دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی  های کنترل خطی سیستم
December 2, 2021باتیک ارسه ردکتر حمید رضا تقی راد                                                         دانشکده مهندسی برق، دپارتمان کنترل و سیستم، گرو

طراحی سیستم کنترل توسط مکان هندسی ریشه ها

PDطراحی کنترلگر •

 با اضافه کردن یک صفر سمت چپPDمکان هندسی به سمت چپ جذب می شود:

 در کنترلگرPDدو پارامتر طراحی داریم

امکان رسیدن به سرعت بیشتر و نگهداشتن شرایط مطلوب نوسانات فراهم است

مکان هندسی ریشه ها تنها برای یک پارامتر متغیر قابل ترسیم است

 دسته ای از مکان های ریشه ها را به ازای صفرهای اضافه شده در𝑧𝑑 = −
1

𝑇𝑑
= −2, − 5 − .رسم می کنیم10
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𝑲 = 𝟏𝟕𝟔,
𝝎𝒏 = 𝟏𝟑. 𝟑

𝑲 = 𝟑𝟗. 𝟓,
𝝎𝒏 = 𝟔.𝟐𝟖

𝑻𝒅 =
𝟏

𝟓

𝑻𝒅 =
𝟏

𝟏𝟎

𝑻𝒅 =
𝟏

𝟐

𝑲 = 𝟐.𝟑
𝝎𝒏 = 𝟏.𝟓𝟐

𝜻 = 𝟎. 𝟕
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PDطراحی کنترلگر •

صفر اضافه شده 𝑇𝑑با کوچک کردن 

از مبدا دور می شود و دایره ایجاد شده

.  به سمت صفر جذب می شود

𝜁به منظور حفظ  = :مطلوب0.7

For 𝑇𝑑 =
1

2
→ 𝐾 = 2.3, 𝜔𝑛= 1.52

For 𝑇𝑑 =
1

5
→ 𝐾 = 39.5, 𝜔𝑛= 6.28

For 𝑇𝑑 =
1

10
→ 𝐾 = 176, 𝜔𝑛= 13.3
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PDطراحی کنترلگر •

مدل حلقه بسته سیستم را در سیمولینک ایجاد کنید
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پاسخ پله سه کنترلگر طراحی شده: PDطراحی کنترلگر •
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𝑲 = 𝟏𝟕𝟔,
𝝎𝒏 = 𝟏𝟑. 𝟑

𝑲 = 𝟑𝟗. 𝟓,
𝝎𝒏 = 𝟔. 𝟐𝟖

𝑲 = 𝟑𝟗. 𝟓,
𝝎𝒏 = 𝟔. 𝟐𝟖

𝑲 = 𝟐. 𝟓𝟕
𝝎𝒏 = 𝟏. 𝟔
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طراحی کنترلگر پیش فاز•

 کنترلگرPDعلّی نیست و در عمل با اضافه کردن یک قطب قابل پیاده سازی است .

 سه پارامتر طراحی داریمکنترلگر پیش فاز در

پس از نهایی کردن محل صفر در مرحله قبل محل مناسب قطب را تعیین می کنیم.

 به ازای𝑧𝑙𝑒𝑎𝑑 = −
1

𝑇𝑑
= .انتخاب هایی برای قطب به صورت زیر انجام می دهیم5−

 دسته ای از مکان های ریشه ها را به ازای صفرهای اضافه شده در𝑝𝑙𝑒𝑎𝑑 = −
1

𝑇𝑝
= −25, − .رسم می کنیم50
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𝑠(𝑠 + 1)

𝐾 𝑇𝑑𝑠 + 1

𝑇𝑝𝑠 + 1

𝑦
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𝑲 = 𝟓𝟏,
𝝎𝒏 = 𝟏𝟎. 𝟕

𝑲 = 𝟑𝟖. 𝟖,
𝝎𝒏 = 𝟔. 𝟖𝟑𝑻𝒅 =

𝟏

𝟓
, 𝑻𝒑 =

𝟏

𝟐𝟓

𝜻 = 𝟎. 𝟕

𝑻𝒅 =
𝟏

𝟓
,𝑻𝒑 =

𝟏

𝟓𝟎

طراحی سیستم کنترل توسط مکان هندسی ریشه ها

ازکنترلگر پیش فطراحی •
کان با دور کردن صفر اضافه شده از مبدا شکل م

هندسی ریشه ها بزرگتر شده و بهره و سرعت

.بیشتری را می توان به دست آورد

𝜁به منظور داشتن نوسانات مناسب  = 0.7

𝑇𝑑و  = :را در نظر بگیرید1/5

For 𝑇𝑝 =
1

50
and 𝐾 = 51 → 𝜔𝑛 = 10.7

For 𝑇𝑑 =
1

25
and 𝐾 = 38.8 → 𝜔𝑛 = 6.83

𝑇𝑑با در نظر گرفتن  =
1

5
, 𝑇𝑝 =

1

25
رفتار 

پاسخ خیلی تغییر نمی کند
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𝟏

𝟓
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طراحی سیستم کنترل توسط مکان هندسی ریشه ها
فازپس کنترلگر طراحی •

 صورت به کنترلگر پیش فاز سیستم حلقه بسته نهایی مثال قبل را با𝐶 𝑠 =
39 𝑠/5+1

𝑠/25+1
.نظر بگیریددر 

خطای ماندگار به ورودی شیب واحد در این سیستم برابر است با:

𝐾𝑣 = lim
𝑠→0

𝑠𝐿 𝑠 = lim
𝑠→0

7.8

(𝑠 + 25)(𝑠 + 1)
= 7.8 → 𝑒𝑠𝑠 =

1

𝐾𝑣
= 0.128

 برابر کاهش دهیم بایستی از یک کنترلگر پس فاز بهره 10اگر بخواهیم خطای ماندگار راDC و به عنوان 10برابر

𝐶.محل قرار گیری قطب و صفر زیر استفاده کنیم 𝑠 =
𝑠+0.1

𝑠+0.01

در این حالت𝐿 𝑠 =
7.8 𝑠+5

𝑠+25

𝑠+0.1

𝑠+0.01

1

𝑠(𝑠+1)
→ 𝐾𝑣 = 78,𝑒𝑠𝑠 = 0.0128
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𝑢𝑟 𝑒 1

𝑠(𝑠 + 1)

7.8 𝑠 + 5

𝑠 + 25

𝑦

 Franklinبرگرفته از کتاب 
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کنترلگر پس فاز طراحی •
مکان هندسی را برای دو حالت رسم کنید.

 (خط توپر)کنترلگر پیش فاز

 کنترلگرLead-Lag(خط چین)

کرده در این حالت شکل مکان تغییر محسوسی ن
.است

نزدیک مبدا را بزرگ کنید.

یک قطب و صفر نزدیک به مبدا اضافه شده

استحالت گذرای کندی به سیستم تحمیل شده

پاسخ دارای خطای ماندگار صفر ولی کندتر از
.  حالت قبل است
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طراحی سیستم کنترل توسط مکان هندسی ریشه ها
مدلسازی در سیمولینک: Lead-Lagطراحی کنترلگر •
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طراحی سیستم کنترل توسط مکان هندسی ریشه ها
پاسخ پله و شیب: Lead-Lagطراحی کنترلگر •
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تحلیل مساله ابتکاری با مکان هندسی ریشه ها
مساله طراحی نمونه•

 فیلتر زیر را در نظر بگیرید که از یک مدار فعال ساخته شده است که در آن𝐾یک پارامتر طراحی است .𝐾 رابه
.در فیلتر بیشینه شودمیزان استهلاک گونه ای طراحی کنید که 

𝑀 𝑠 =
0.01𝐾𝑠 𝑠2 + 100

0.01𝐾 + 1 𝑠3 + 𝑠2 + 𝐾 + 1 𝑠 + 1
زار مکان ظاهر این مساله به مکان هندسی ریشه ها هیچ ارتباطی ندارد، ولی تنها یک پارامتر طراحی داریم و با استفاده از اب

.را می توان به صورت ترسیمی تعیین نمود( 𝜁بیشینه میزان )هندسی ریشه ها بیشینه میزان استهلاک 

آیا می توان مساله را به فرم استاندارد مکان هندسی ریشه ها تبدیل کرد:

𝑀 𝑠 =
𝐾𝐺 𝑠

1+𝐾𝐺(𝑠)
→ 𝐾𝐺 𝑠 =

𝑀 𝑠

1−𝑀(𝑠)

→ 𝐾𝐺 𝑠 =
0.01𝐾𝑠 𝑠2 +100

𝑠3+𝑠2+𝑠+1

→ 𝐺 𝑠 =
0.01𝑠 𝑠2 +100

𝑠3+𝑠2+𝑠+1
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𝑲 = 𝟐. 𝟐,
𝜻 = 𝟎. 𝟏𝟖𝟖

تحلیل مساله ابتکاری با مکان هندسی ریشه ها

مساله طراحی نمونه•
مکان هندسی ریشه ها را برای

𝐺 𝑠 =
0.01𝑠 𝑠2 +100

𝑠3+𝑠2+𝑠+1
:ترسیم کنید

به دست 𝜁بیشینه استهلاک به ازای بیشینه 
.می آید

خط مماس با منحنی را ترسیم کنید.

اطلاعات نقطه مماس را به دست آورید.

 بیشینه استهلاک با𝐾 = به دست 2.2
.می آید
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زندگی نامه دانشمندان 74

Walter R. Evans

(January 15, 1920 – July 10, 1999)
was a noted American control theorist and the inventor of the root locus method in 

1948. He was the recipient of the 1987 American Society of Mechanical

Engineers Rufus Oldenburger Medal and the 1988 AACC's Richard E. Bellman

Control Heritage Award. He received his B.E. in Electrical Engineering 

from Washington University in St. Louis in 1941 and his M.E. in Electrical Engineering 

from the University of California, Los Angeles in 1951. Evans worked as an engineer 

at several companies, including General Electric, Rockwell International, and Ford

Aeronautic Company. He published a book named "Control System Dynamics" with 

McGraw-Hill in 1954. He had four children. One of his children, Gregory Walter Evans, 

wrote an article about his father in the December 2004 issue of the IEEE Control 

Magazine. Evans was taught to play chess by his grandmother, Eveline Allen Burgess, 

the American Women's Chess Champion from 1907 to 1920.
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