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معیار پایداری نایکویست
، کانتور نایکویست، فرمول Cauchyانگیزه، نگاشت همدیس، اصل آرگومان 

ور بندی تحلیل پایداری، معیار پایداری نایکویست در حالت ساده و در حض
ر روی محور گنترلگر بهره ثابت، معیار پایداری نایکوست در حضور صفر و قطب ب

𝒋𝝎مثال های کاربردی، شمارش تعداد چرخش ،𝑵 تعیین محدوده پایداری با ،
استفاده از نمودار بودی

4

مقدمه
ابع تبدیل چرا تحلیل فرکانسی، تعریف پاسخ فرکانسی سیستم های خطی، ت

.سیستم های خطی و پاسخ فرکانسی 1

تحلیل فرکانسی با نمودار بودی
ستم های نمودار بودی، قضیه بودی، چگونگی ترسیم تقریبی نمودار بودی، سی

یستم های مرتبه اول پایدار، ناپایدار و غیر کمینه فاز، سیستم های مرتبه دوم، س
.مرتبه بالاتر، روش های حل دستی و کامپیوتری 2

تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست
م های مرتبه نمودار نایکویست، ترسیم نمودار نایکویست از نمودار بودی، سیست

.اول، دوم و مرتبه بالاتر 3
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مقدمه

چرا تحلیل فرکانسی؟•
تبدیل فوریه و لاپلاس تغییر نگاه از حوزه زمان به فرکانس.

محل قطب ها در سیستم حلقه بسته، پایداری سیستم را مشخص می کند.

 ی کننددر حوزه فرکانس رفتار گذرا و دائمی سیستم را مشخص م( و صفرهای سیستم)محل قطب ها.

تحلیل و طراحی در سیستم های کنترل خطی اساسا در حوزه فرکانس انجام می شود.

انتخاب نوع کنترلگر و بهره های آن با نگاه فرکانسی تعیین شود

پایداری مطلق و نسبی در حوزه فرکانس تعریف می شود

پاسخ زمانی سیستم با استفاده از تحلیل لاپلاس تعیین می شود

رفتار سیستم در حوزه زمان بررسی و نتایج آن در حوزه فرکانس مورد استفاده قرار می گیرد.
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مقدمه

پاسخ فرکانسی•
داردتبدیل لاپلاس در سیستم های خطی رابطه مستقیمی با پاسخ فرکانسی سیستم

تعریف پاسخ فرکانسی  :

به ورودی سینوسیLTIپاسخ دائمی یک سیستم خطی غیر متغیر با زمان 

رکانس ورودی پاسخ فرکانسی یک سیستم خطی به ورودی سینوسی یا تابع سینوسی با همان ف
.خواهد بود𝜙و اختلاف فاز 𝑀ولی با دامنه 
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ورودی سینوسیخروجی سینوسی سیستم خطی
LTI

𝟏

𝒕

𝑴

𝝓



دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی  های کنترل خطی سیستم
December 5, 2021باتیک ارسه ردکتر حمید رضا تقی راد                                                         دانشکده مهندسی برق، دپارتمان کنترل و سیستم، گرو

مقدمه
پاسخ فرکانسی•

در نمایش تابع تبدیل:

 اگرℎ 𝑡پاسخ ضربه سیستم در حوزه زمان باشد، آنگاه
𝐻 𝑠 = ℒ ℎ 𝑡

 در هر فرکانس معین𝜔:

𝐻 𝑗𝜔 = ቚ𝐻 𝑠
𝑠=𝑗𝜔

= ℱ ℎ 𝑡

𝐻 𝑗𝜔دارای مقداری موهومی است که می تواند به صورت قطبی با اندازه و زاویه معرفی شود:

𝐻 𝑗𝜔 = 𝐻(𝑗𝜔) 𝑒∡𝐻(𝑗𝜔) = 𝑀𝑒𝑗𝜙

 که در آن𝑀 همان بهره دامنه و𝜙همان فاز خروجی سینوسی است.
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𝑯(𝒔)𝒖 𝒕 = 𝐬𝐢𝐧𝝎𝒕 𝒚 𝒕 = 𝑴𝐬𝐢𝐧(𝝎𝒕 + 𝝓)

𝑴
𝝓𝟏

𝒕
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مقدمه
پاسخ فرکانسی•

 پاسخ فرکانسی سیستم زیر را برای فرکانس های: 1مثال𝜔 = 0.1, 1, 10, :به دست آورید100

𝐻 𝑠 =
1

𝑠 + 1

پاسخ :𝐻 𝑗𝜔 =
1

𝑗𝜔+1
=

1−𝑗𝜔

1+𝜔2

 در فرکانس های مختلف مقدار مختلط𝐻 𝑗𝜔عبارت است از:
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𝝓 = ∡𝑯(𝒋𝝎)𝑴 = 𝑯(𝒋𝝎)𝑯(𝒋𝝎)Frequency

−5.71°0.99500.9901 − 𝑗0.09900.1

−45.00°0.70710.5000 − 𝑗0.50001

−84.29°0.09950.0099 − 𝑗0.099010

−89.43°0.01000.0001 − 𝑗0.0100100

𝟏

𝑯(𝒋𝟎. 𝟏)

𝑯(𝒋𝟏)

𝑯(𝒋𝟏𝟎)

ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)
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مقدمه
ابع تبدیل چرا تحلیل فرکانسی، تعریف پاسخ فرکانسی سیستم های خطی، ت

.سیستم های خطی و پاسخ فرکانسی 1

تحلیل فرکانسی با نمودار بودی
ستم های نمودار بودی، قضیه بودی، چگونگی ترسیم تقریبی نمودار بودی، سی
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تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست
م های مرتبه نمودار نایکویست، ترسیم نمودار نایکویست از نمودار بودی، سیست

.اول، دوم و مرتبه بالاتر 3
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

(Bode)نمودار بودی •

 ترسیم𝐻(𝑗𝜔) (تمیبا مقیاس لگاری)و زاویه بر حسب فرکانس ( به صورت لگاریتمی)در دو نمودار مجزای اندازه

نمودار اندازه:

dB𝐿))بر حسب دسی بل  = 20 log10 𝐻(𝑗𝜔)

نمودار زاویه:

𝜙بر حسب درجه  = ∡𝐻(𝑗𝜔)

(  1945)قضیه بودی •
عیین اگر چه هندریک بودی به خاطر نمودار بودی در بین دانشجویان مهندسی شناخته شده است، ولی دستاورد اصلی وی ت

. تقریبی نمودار زاویه بر حسب نرخ تغییرات نمودار اندازه است اگر در مقیاس لگاریتمی رسم شود
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

(Bode)نمودار بودی •

مقیاس دسی بل را مرور کنیم:

𝐻(𝑗𝜔) = 1 → 𝐿 = 20 log10 1 = 0 𝑑𝐵 بدون تغییر در اندازه   

𝐻(𝑗𝜔) = 10 → 𝐿 = 20 log10 10 = 20 𝑑𝐵 تقویت کننده             

𝐻(𝑗𝜔) = 104 → 𝐿 = 20 log10 10
4 = 80 𝑑𝐵 تقویت کننده             

𝐻(𝑗𝜔) = 0.1 → 𝐿 = 20 log10 0.1 = −20 𝑑𝐵 تضعیف کننده 

𝐻(𝑗𝜔) = 10−3 → 𝐿 = 20 log10 10
−3 = −60 𝑑𝐵 تضعیف کننده 
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

(Bode)نمودار بودی •

بهره ثابت مثبت
𝐻 𝑠 = 𝐾 = 𝐾𝑒𝑗0

زاویه بهره در همه فرکانس ها مقداری ثابت و 

برابر صفر است

بهره ثابت منفی

𝐻 𝑠 = −𝐾 = 𝐾𝑒𝑗180
°

بهره در همه فرکانس ها مقداری ثابت و زاویه 

درجه است180برابر 
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𝑳 =
𝟐𝟎 log𝟏𝟎𝑲

𝑯 𝒔 = −𝑲

𝑯 𝒔 = 𝑲
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی 13

(Bode)نمودار بودی •

سیستم انتگرالگیر:

𝐻 𝑠 =
1

𝑠

𝐿 = −20 log10 𝜔

∡𝐻 𝑗𝜔 = −90°

یک صفربهره در فرکانس صفر بی نهایت است و در فرکانس بالا نزد

در نمودار لگاریتمی 20dB/decade-نمودار بهره یک خط با شیب

.درجه است-90فاز در همه فرکانس ها برابر . است

−𝟐𝟎𝒅𝑩/
𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی 14

(Bode)نمودار بودی •

سیستم مشتق گیر:

𝐻 𝑠 = 𝑠

𝐿 = +20 log10 𝜔

∡𝐻 𝑗𝜔 = +90°

نهایت مقدار بهره در فرکانس صفر، صفر است و در فرکانس بالا بی

در نمودار 20dB/decade+نمودار بهره یک خط با شیب. است

.درجه است+ 90فاز در همه فرکانس ها برابر . لگاریتمی است

+𝟐𝟎𝒅𝑩/
𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞
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December 5, 2021باتیک ارسه ردکتر حمید رضا تقی راد                                                         دانشکده مهندسی برق، دپارتمان کنترل و سیستم، گرو

تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

(Bode)نمودار بودی •

 سیستم مرتبه اولLag:

𝐻 𝑠 =
1

1 + 𝜏𝑠
, 𝐻 𝑗𝜔 =

1

1 + 𝑗(𝜏𝜔)
→ 𝐻 𝑗𝜔 =

1

1 + 𝜏𝜔 2

𝐿 = 20 log10
1

1 + 𝜏𝜔 2
= −20 log10 1 + 𝜏𝜔 2 , 𝐿 = −10 log10 1 + 𝜏𝜔 2

بدین ترتیب:

For 𝜔 ≪ 1/𝜏 or             𝜔𝜏 ≪ 1 → 𝐿 ≅ 0 𝑑𝐵

For 𝜔 = 1/𝜏 or    𝜔𝜏 = 1 → 𝐿 = −10 log10 2 = −3 𝑑𝐵 (0.7)

For 𝜔 ≫ 1/𝜏 or  𝜔𝜏 ≫ 1 → 𝐿 ≅ −10 log 𝜔𝜏 2 = −20 log𝜔𝜏

.در نمودار لگاریتمی است20dB/decade-این  یک خط با شیب

15



دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی  های کنترل خطی سیستم
December 5, 2021باتیک ارسه ردکتر حمید رضا تقی راد                                                         دانشکده مهندسی برق، دپارتمان کنترل و سیستم، گرو

تحلیل فرکانسی با نمودار بودی 16

/𝝉 /𝝉 /𝝉/𝝉/𝝉

𝟏/𝝉

−𝟐𝟎𝒅𝑩/
𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞

(Bode)نمودار بودی •

 سیستم مرتبه اولLag:
𝐿 = −10 log10 1 + 𝜏𝜔 2

.در فرکانس های بالا است20dB/decade-این  یک خط با شیب

∡𝐻 𝑗𝜔 = 0 − tan−1(𝜏𝜔)

For 𝜔 ≪ 1/𝜏 → ∡𝐻 𝑗𝜔 = 0°

For 𝜔 = 1/𝜏 → ∡𝐻 𝑗𝜔 = −45°

For 𝜔 ≫ 1/𝜏 → ∡𝐻 𝑗𝜔 = −90°

ایجاد می ( پس فاز)درجه تاخیر فاز Lag90سیستم مرتبه اول 

.کند

.پاریدبه خاطر بسخط نقطه چین قرمز رنگ شکل تقریبی را با 



دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی  های کنترل خطی سیستم
December 5, 2021باتیک ارسه ردکتر حمید رضا تقی راد                                                         دانشکده مهندسی برق، دپارتمان کنترل و سیستم، گرو

تحلیل فرکانسی با نمودار بودی 17

/𝝉 /𝝉 /𝝉/𝝉/𝝉

𝟏/𝝉

(Bode)نمودار بودی •

 سیستم مرتبه اولPD:

𝐻 𝑠 = 1 + 𝜏𝑠

𝐿 = +10 log10 1 + 𝜏𝜔 2 = −ത𝐿

∡𝐻 𝑗𝜔 = + tan−1(𝜏𝜔) = −∡ഥ𝐻 𝑗𝜔

(زپیش فا)است، امّا با بهره و فاز مثبت Lagبهره و زاویه مشابه 

.پاریدبه خاطر بسخط نقطه چین قرمز رنگ شکل تقریبی را با 
/𝝉 /𝝉 /𝝉/𝝉/𝝉

+𝟐𝟎𝒅𝑩/
𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی 18

/𝝉 /𝝉 /𝝉/𝝉/𝝉

𝟏/𝝉

(Bode)نمودار بودی •

 سیستمLagناپایدار:

𝐻 𝑠 =
1

1 − 𝜏𝑠

𝐿 = ത𝐿

∡𝐻 𝑗𝜔 = −∡ഥ𝐻 𝑗𝜔

.ودتغییر نمی کند ولی فاز مثبت می شത𝐿پایدار Lagدر مقایسه با اندازه 

.به خاطر بسپاریدخط نقطه چین قرمز رنگ شکل تقریبی را با 
/𝝉 /𝝉 /𝝉/𝝉/𝝉

−𝟐𝟎𝒅𝑩/
𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی 19

/𝝉 /𝝉 /𝝉/𝝉/𝝉

𝟏/𝝉

(Bode)نمودار بودی •

 سیستمPDبا صفر غیرکمینه فاز:

𝐻 𝑠 = 1 − 𝜏𝑠

𝐿 = ത𝐿

∡𝐻 𝑗𝜔 = −∡ഥ𝐻 𝑗𝜔

.ودتغییر نمی کند ولی فاز منفی می شത𝐿معمول PDنسبت به اندازه 

.ودگفته می شغیرکمینه فاز بدین علت است که با این صفر 

𝝉/.ریدبه خاطر بسپاخط نقطه چین قرمز رنگ شکل تقریبی را با  /𝝉 /𝝉/𝝉/𝝉

+𝟐𝟎𝒅𝑩/
𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

(Bode)نمودار بودی •

سیستم مرتبه دوم پایدار:

𝐻 𝑠 =
𝜔𝑛
2

𝑠2 + 2𝜁𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2 =

1

𝜏2𝑠2 + 2𝜁𝜏 + 1
, 𝜏 = 1/𝜔𝑛

𝐻 𝑗𝜔 =
1

1 − 𝜏𝜔 2 + 𝑗 2𝜁𝜏𝜔
∀𝜔

𝐿 = −10 log10 2𝜁𝜔 2 + 1 − 𝜏𝜔 2 2 ≅ ቊ
0 for 𝜏𝜔 ≪ 1

−10 log10 𝜏𝜔 4 = −40 log 𝜏𝜔 for 𝜏𝜔 ≫ 1

40-این یک خط با شیبdB/decadeدر نمودار لگاریتمی است.

 مقدار𝐿 در فرکانس𝜔 = 1/𝜏 به ازای𝜁 = 6𝑑𝐵−برابر 1 = .است(0.5)

∡𝐻 𝑗𝜔 = −10 tan−1
2𝜁𝜏𝜔

1 − 𝜏𝜔 2
≅ ቊ

0 for 𝜏𝜔 < 0.1
−180° for 𝜏𝜔 ≫ 10

20
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی 21

𝟏/𝝉

(Bode)نمودار بودی •

سیستم مرتبه دوم پایدار:

𝐻 𝑠 =
1

𝜏2𝑠2 + 2𝜁𝜏 + 1

𝐿 = 2 × ത𝐿

∡𝐻 𝑗𝜔 = 2∡ഥ𝐻 𝑗𝜔

.استത𝐿مرتبه یک Lagانداره و فاز تقریبی دو برابر یک 

است و تاخیر فاز 40dB/decade-شیب نمودار اندازه در فرکانس های بالا 
بستگی 𝜁بستگی ندارد اما مقدار واقعی نمودار به 𝜁درجه است که به-180
.  دارد

.به خاطر بسپاریدخط نقطه چین قرمز رنگ شکل تقریبی را با 
/𝝉 /𝝉 /𝝉/𝝉/𝝉

-𝟒𝟎𝒅𝑩/
𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞

𝜻 = 𝟎. 𝟏

𝜻 = 𝟏

𝜻 = 𝟎. 𝟏𝜻 = 𝟏
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی 22

𝟏/𝝉

(Bode)نمودار بودی •

سیستم مرتبه دوم ناپایدار:

𝐻 𝑠 =
1

𝜏2𝑠2 − 2𝜁𝜏 + 1

𝐿 = −ത𝐿

∡𝐻 𝑗𝜔 = −∡ഥ𝐻 𝑗𝜔

تغییری نمی کند و تنها فاز مثبتത𝐿انداره نسبت به سیستم مرتبه دوم پایدار 
می شود

.به خاطر بسپاریدخط نقطه چین قرمز رنگ شکل تقریبی را با 
/𝝉 /𝝉 /𝝉/𝝉/𝝉

-𝟒𝟎𝒅𝑩/
𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞

𝜻 = 𝟎. 𝟏

𝜻 = 𝟏

𝜻 = 𝟎. 𝟏

𝜻 = 𝟏



دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی  های کنترل خطی سیستم
December 5, 2021باتیک ارسه ردکتر حمید رضا تقی راد                                                         دانشکده مهندسی برق، دپارتمان کنترل و سیستم، گرو

تحلیل فرکانسی با نمودار بودی 23

𝟏/𝝉

(Bode)نمودار بودی •

سیستم با دو صفر کمینه فاز:

𝐻 𝑠 = 𝜏2𝑠2 + 2𝜁𝜏 + 1

𝐿 = − ҧ𝐿

∡𝐻 𝑗𝜔 = −∡ഥ𝐻 𝑗𝜔

تغییر علامت می دهند ത𝐿انداره و فاز نسبت به سیستم مرتبه دوم پایدار 

.دبه خاطر بسپاریخط نقطه چین قرمز رنگ شکل تقریبی را با 
/𝝉 /𝝉 /𝝉/𝝉/𝝉

+𝟒𝟎𝒅𝑩
/𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞

𝜻 = 𝟎. 𝟏

𝜻 = 𝟏

𝜻 = 𝟎. 𝟏

𝜻 = 𝟏
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی 24

𝟏/𝝉

(Bode)نمودار بودی •

سیستم با دو صفر غیرکمینه فاز:

𝐻 𝑠 = 𝜏2𝑠2 − 2𝜁𝜏 + 1

𝐿 = ҧ𝐿

∡𝐻 𝑗𝜔 = −∡ഥ𝐻 𝑗𝜔

تغییری نمی کند ത𝐿انداره در مقایسه با سیستم با دو صفر کمینه فاز  
.می شود( غیرکمینه فاز)و تنها فاز آن منفی 

𝝉/.اریدبه خاطر بسپخط نقطه چین قرمز رنگ شکل تقریبی را با  /𝝉 /𝝉/𝝉/𝝉

𝜻 = 𝟎. 𝟏

𝜻 = 𝟎. 𝟏

𝜻 = 𝟏

+𝟒𝟎𝒅𝑩
/𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞

𝜻 = 𝟏
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی
(Bode)نمودار بودی •

سیستم های مرتبه بالاتر
ویژگی لگاریتمی نمودار بودی سبب می شود نمودار سیستم های مرتبه بالاتر را بتوان از نمودار های پایه ارائه شده به دست آورد.

تابع تبدیل جامع یک سیستم را بر حسب قطب و صفر های مرتبه اول و دوم و انتگرالگیرهای تکرار شونده در نظر بگیرید

𝐻 𝑠 =
𝐾 1 + 𝜏1𝑠

𝑟⋯ 1+ 2𝜁𝜏2𝑠 + 𝜏2
2𝑠2 ℓ

𝑠𝑚 ⋅ 1 + 𝜏3𝑠 𝑘⋯ 1+ 2𝜁𝜏4𝑠 + 𝜏4𝑠2 𝑝

با استفاده از ویژگی لگاریتمی بهره سیستم از مجموع ترم های صورت منهای مجموع ترم های مخرج به دست می آید.

𝐿 = 20 log10𝐾 + 𝑟 20 log10 1 + 𝑗𝜏1𝜔 +⋯+ ℓ 20 log10 1 + 𝜏2𝜔
2 + 𝑗2𝜁𝜏2𝜔

−𝑚 20 log10 𝑗𝜔 − 𝑘 20 log10 1 + 𝜏3𝜔 −⋯− 𝑝 20 log10 1 + 𝜏4𝜔
2 + 𝑗2𝜁𝜏4𝜔

به صورت مشابه زاویه را ازمجموع زاویه ترم های صورت منهای مجموع زاویه ترم های مخرج به دست آورید.

∡𝐻 𝑗𝜔 = 𝑟 tan−1 𝜏1𝜔 +⋯+ ℓ tan−1
2𝜁𝜏2𝜔

1− 𝜏2𝜔
2 −𝑚

𝜋

2
− 𝑘 tan−1 𝜏3𝜔 −⋯− 𝑝 tan−1

2𝜁𝜏4𝜔

1− 𝜏4𝜔
2

25
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

(Bode)نمودار بودی •

سیستم های مرتبه بالاتر

ابتدا نمودار تقریبی اجزا را در اندازه و فاز رسم نموده و سپس آنها را با هم به راحتی جمع کنید.

 نمودار بودی کنترلگر : 1مثالLeadوLag

قبلا این دو کنترلگر معرفی شده اند :

𝐶 𝑠 = 𝐾
𝜏𝑧𝑠 + 1

𝜏𝑝𝑠 + 1

 که در کنترل کنندهLead صفر به مبدا نزدیکتر است𝜏𝑧 > 𝜏𝑝

 و در کنترل کنندهLag قطب بسیار به مبدا نزدیکتر است𝜏𝑝 > 𝜏𝑧 ≫ 1

26
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December 5, 2021باتیک ارسه ردکتر حمید رضا تقی راد                                                         دانشکده مهندسی برق، دپارتمان کنترل و سیستم، گرو

تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

(Bode)نمودار بودی •

 1ادامه مثال:

 کنترلگرLeadزیر را در نظر بگیرید

𝐶 𝑠 = 10
10𝑠 + 1

𝑠 + 1

𝐶1 𝑠 = 10 → 𝐿 = 20𝑑𝐵, ∡ = 0°

𝐶 𝑠 = 10𝑠 + 1 → Lead with 𝜏 = 10

𝐶 𝑠 =
1

𝑠+1
→ Lag with 𝜏 = 1

𝐶 𝑠 = 10
10𝑠+1

𝑠+1

27
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𝟏

𝟏/𝟏𝟎𝟎 𝟏𝟎

حل دستی
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

(Bode)نمودار بودی •

 1ادامه مثال:

 کنترلگرLeadزیر را در نظر بگیرید

𝐶 𝑠 = 10
10𝑠 + 1

𝑠 + 1
%   Example 1

clear all, clc, clf

num=10*[10 1];

den=[1 1];

sys=tf(num,den);

bode(sys)

set(findall(figure(1),'type','line'),'line

width',2)

28

حل کامپیوتری 
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𝟏 𝟏𝟎

𝟏/𝟏𝟎 𝟏𝟎𝟎

تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

(Bode)نمودار بودی •

 1ادامه مثال:

 کنترلگرLagزیر را در نظر بگیرید

𝐶 𝑠 = 10
0.1𝑠 + 1

𝑠 + 1

𝐶1 𝑠 = 10 → 𝐿 = 20𝑑𝐵, ∡ = 0°

𝐶 𝑠 = 0.1𝑠 + 1 → Lead with 𝜏 = 0.1

𝐶 𝑠 =
1

𝑠+1
→ Lag with 𝜏 = 1

𝐶 𝑠 = 10
10𝑠+1

𝑠+1

29

حل دستی
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

(Bode)نمودار بودی •

 1ادامه مثال:

 کنترلگرLagزیر را در نظر بگیرید

𝐶 𝑠 = 10
0.1𝑠 + 1

𝑠 + 1
%   Example 1

clear all, clc, clf

num=10*[0.1 1];

den=[1 1];

sys=tf(num,den);

bode(sys)

set(findall(figure(1),'type','line'),'line

width',2)

30

حل کامپیوتری 
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

(Bode)نمودار بودی •

 2مثال:

سیستم زیر را در نظر بگیرید:

𝐶 𝑠 =
1 − 0.1𝑠

𝑠2 + 𝑠 + 1

𝐶1 𝑠 = 1 − 0.1𝑠 →

NMP PD with 𝜏 = 0.1

𝐶2 𝑠 = 𝑠2 + 𝑠 + 1 →

stable 2nd order with 𝜏 = 1

𝐶 𝑠 =
1−0.1𝑠

𝑠2+𝑠+1

31

حل دستی
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

(Bode)نمودار بودی •

 2ادامه مثال:

سیستم زیر را در نظر بگیرید:

𝐶 𝑠 =
1 − 0.1𝑠

𝑠2 + 𝑠 + 1
%   Example 1

clear all, clc, clf

num=[-0.1 1];

den=[1 1 1];

sys=tf(num,den);

bode(sys)

set(findall(figure(1),'type','line'),'line

width',2)

32

حل کامپیوتری 
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

(Bode)نمودار بودی •

 سیستم زیر را در نظر بگیرید: 3مثال:

𝐶 𝑠 =
100(𝑠 − 0.1)

(𝑠 + 1)(𝑠2−10𝑠 + 100)

=
100(−0.1)

100

1 − 10𝑠

1 + 𝑠
𝑠
0.1

2
−

1
0.1

𝑠 + 1

𝐶1 𝑠 = −0.1 → 𝐿 = −20𝑑𝐵, ∡ = −180°

𝐶2 𝑠 = 1 − 10𝑠 → NMP PD with 𝜏 = 10

𝐶3 𝑠 = 1 + 𝑠 → Lag with 𝜏 = 1

𝐶3 𝑠 =
𝑠

0.1

2

−
1

0.1
𝑠 + 1 → Unsatble 2nd order

with 𝜏 = 0.1, 𝜁 = 1/2
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حل دستی
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

(Bode)نمودار بودی •

 3ادامه مثال:

سیستم زیر را در نظر بگیرید:

𝐶 𝑠 =
100(𝑠 − 0.1)

(𝑠 + 1)(𝑠2−10𝑠 + 100)

%   Example 3

clear all, clc, clf

num=100*[1 -0.1];

den=conv([1 1],[1 -10 100]);

sys=tf(num,den);

bode(sys)

set(findall(figure(1),'type','line'),'line

width',2)

34

حل کامپیوتری 
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

سیستم های غیر کمینه فاز•
در تعریف سیستم های غیر کمینه فاز اختلاف نظر جزئی وجود دارد

 بسیاری از مراجع وجود صفر درORHP را برای غیر کمینه فاز بودن، کافی می دانندDorf, Franklin, Nise, …

 برخی دیگر سیستمی که صفر یا قطب درORHP داشته باشد را غیر کمینه فاز می نامندKuo, Ogata, …

 تعریف جامع آن سیستمی است که خودش و وارون آن علی و پایدار باشد(Kailath)  .

.در این تعریف اکیدا سره بودن تابع تبدیل نیز مهم است•

.باشد به آن حتما غیر کمینه فاز اطلاق می شودORHPاگر سیستمی دارای صفری در نیم صفحه باز سمت راست 

در این موضوع اتفاق نظر است و غیر کمینه فاز بودن آن در نمودار بودی آن مشهود است.

در این نوع سیستم ها اگر تعداد صفرهای غیرکمینه فاز فرد باشد فروجهش در پاسخ دیده می شود.

 از گفته می شودغیر کمینه ف( در برخی مراجع)سیستم هایی که تاخیر دار باشند نیز هر دو خصوصیت فوق را دارند و به آنها نیز.
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

سیستم های غیر کمینه فاز•
سیستمی غیرکمینه فاز است که نمودار بودی آن در مقایسه با سیستم های مشابه خود دارای کمینه فاز نباشد:

تجزیه سیستم غیر کمینه فاز به سیستم های تمام گذر و سیستم کمینه فاز
هر سیستم غیر کمینه فاز را می توان به دو جزء تمام گذر و کمینه فاز تجزیه نمود:

.سیستم های تمام گذر دارای بهره واحد و فاز غیر صفر می باشند•

مثال های زیر را در نظر بگیرید

𝐺1 𝑠 =
𝑠 − 1

𝑠 + 2
=
𝑠 − 1

𝑠 + 1
𝐺𝑎𝑝

⋅
𝑠 + 1

𝑠 + 2
𝐺𝑚𝑝

𝐺2 𝑠 =
𝑠2 − 2𝑠 + 1

𝑠(𝑠 + 𝑠 + 2)
=
𝑠2 − 2𝑠 + 1

𝑠2 + 2𝑠 + 1
𝐺𝑎𝑝

⋅
1

𝑠(𝑠 + 𝑠 + 2)
𝐺𝑚𝑝

𝐺3 𝑠 =
𝑒−0.1𝑠

𝑠 + 3
= 𝑒−0.1𝑠

𝐺𝑎𝑝

⋅
1

𝑠 + 3
𝐺𝑚𝑝
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تحلیل فرکانسی با نمودار بودی

سیستم های غیر کمینه فاز•
 0تمام گذر برابر یک یا توابع نمودار اندازه همه𝑑𝑏است

بخش کمینه فاز دارای اندازه فاز کمتری است: نمودار فاز بخش های تمام گذر را با هم مقایسه کنید.
𝐺0 𝑠 = 1

𝐺𝑎𝑝1 𝑠 =
𝑠−1

𝑠+1

𝐺𝑎𝑝2 𝑠 =
𝑠2−2𝑠+1

𝑠2+2𝑠+1

𝐺𝑎𝑝3 𝑠 = 𝑒−0.1𝑠
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زندگی نامه دانشمندان 38

Hendrik Wade Bode

(December 24, 1905 – June 21, 1982)

was an American engineer, researcher, inventor, author and scientist, of Dutch ancestry. As a pioneer 

of modern control theory and electronic telecommunications he revolutionized both the content and 

methodology of his chosen fields of research. His synergy with Claude Shannon, the father 

of information theory, laid the foundations for the technological convergence of the information age. 

He made important contributions to the design, guidance and control of anti-aircraft systems during 

World War II. He helped develop the automatic artillery weapons that defended London from the V-1

flying bombs during WWII. After the war, Bode along with his wartime rival Wernher von 

Braun developer of the V1, and, later, the father of the US space program, served as members of 

the National Advisory Committee for Aeronautics (NACA), the predecessor of NASA. During the Cold

War, he contributed to the design and control of missiles and anti-ballistic missiles.

He also made important contributions to control systems theory and mathematical tools for the 

analysis of stability of linear systems, inventing Bode plots, gain margin and phase margin. Bode was 

one of the great engineering philosophers of his era. Long respected in academic circles worldwide, he 

is also widely known to modern engineering students mainly for developing the asymptotic magnitude 

and phase plot that bears his name, the Bode plot. His research contributions in particular were not 

only multidimensional but also far reaching, extending as far as the US space program.
پیوندبرگرفته از 

https://en.wikipedia.org/wiki/Bode_plot
https://en.wikipedia.org/wiki/Gain_margin
https://en.wikipedia.org/wiki/Phase_margin
https://en.wikipedia.org/wiki/Hendrik_Wade_Bode
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عناوین فصل

وبودینمودارخطی،ایهسیستمفرکانسیپاسختعریفبامنظوربدین.کنیممیبررسیسیستمفرکانسیپاسخازاستفادهباراخطیهایسیستمپایداریتحلیلفصلایندر
ازاستفادهباخطیهایسیستمپایداریتحلیل.کنیممیترسیمبودینموداررویازراخطیهایسیستمنایکویستنمودارسپسونمودهبیانراآنتقریبیترسیمهایروش
پایداریمعیارونایکویستکانتورچهارچوب،ایندرخطیهایسیستمپایداریموضوعمناسببندیفرمولبا.پذیردمیصورتCauchyآرگوماناصلومختلطتوابعآنالیز

مطالعهموردیموهومهایقطبوصفرحضوردرنایکویستپایداریمعیارجامعحالتنهایتدر.شودمیبیانثابتبهرهکنترلگروواحدبهرهبابستهحلقهسیستمنایکوست
.گرفتخواهدقراربازبینیموردکامپیوتریودستیهایروشبامتعددیکاربردیهایمثالوگرفتهقرار

39

معیار پایداری نایکویست
، کانتور نایکویست، فرمول Cauchyانگیزه، نگاشت همدیس، اصل آرگومان 

ور بندی تحلیل پایداری، معیار پایداری نایکویست در حالت ساده و در حض
ر روی محور گنترلگر بهره ثابت، معیار پایداری نایکوست در حضور صفر و قطب ب

𝒋𝝎مثال های کاربردی، شمارش تعداد چرخش ،𝑵 تعیین محدوده پایداری با ،
استفاده از نمودار بودی

4

مقدمه
ابع تبدیل چرا تحلیل فرکانسی، تعریف پاسخ فرکانسی سیستم های خطی، ت

.سیستم های خطی و پاسخ فرکانسی 1

تحلیل فرکانسی با نمودار بودی
ستم های نمودار بودی، قضیه بودی، چگونگی ترسیم تقریبی نمودار بودی، سی

یستم های مرتبه اول پایدار، ناپایدار و غیر کمینه فاز، سیستم های مرتبه دوم، س
.مرتبه بالاتر، روش های حل دستی و کامپیوتری 2

تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست
م های مرتبه نمودار نایکویست، ترسیم نمودار نایکویست از نمودار بودی، سیست

.اول، دوم و مرتبه بالاتر 3
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تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست

نمودار نایکویست•
 در نمودار بودی، نیاز به ترسیم دو نمودار برای نمایش مقادیر مختلط𝐻 𝑗𝜔وجود دارد.

 نمودار نایکویست فرم قطبی نمایش𝐻 𝑗𝜔است.

 ترسیم اندازه و فاز𝐻 𝑗𝜔 در صفحه مثبت و منفی ، به ازای فرکانس های𝑠و به فرم قطبی

ترسیم نمودار نایکویست

ابتدا نمودار تقریبی بودی سیستم را به ازای فرکانس های مثبت رسم کنید.

محل تلاقی نمودار را با محور حقیقی به دست آورید  .

با استفاده از نمودار بودی نمودار قطبی را برای فرکانس های مثبت ترسیم کنید.

 (ایکویستبخش فرکانس های منفی نمودار ن)قرینه نمودار را نسبت به محور حقیقی را با خط چین رسم نموده
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تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست

ترسیم نمودار نایکویست•

 سیستم : 1مثالLag مرتبه اول𝐿 𝑠 =
1

𝑠+1
.را در نظر بگیرید

41

ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝟏

𝝎 = 𝟎−𝟒𝟓°𝝎 = +∞

𝑳 = −𝟑𝒅𝑩 = 𝟎. 𝟕

𝝎 = 𝟏

فرکانس های منفی

𝝎 = −∞

حل دستی



دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی  های کنترل خطی سیستم
December 5, 2021باتیک ارسه ردکتر حمید رضا تقی راد                                                         دانشکده مهندسی برق، دپارتمان کنترل و سیستم، گرو

تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست

ترسیم نمودار نایکویست•

 2مثال :𝐿 𝑠 =
10

𝑠+1 3

نمودار بودی تقریبی را رسم می کنیم

:تعیین پاسخ فرکانسی

𝐿 𝑗𝜔 =
10

−𝑗𝜔3−3𝜔2+3𝑗𝜔+1
=

10

1−3𝜔2 −𝑗(𝜔3−3𝜔)

:محل تلاقی با محور حقیقی

ℑ 𝐿 𝑗𝜔 = 0 → 𝜔3 − 3𝜔 = 0 → 𝜔 = 0,𝜔 = ± 3

For 𝜔 = 0 → 𝐻 𝑗𝜔 = 10

For 𝜔 = ± 3 → 𝐻 𝑗𝜔 = −10/8 = −1.25

42

∡ = −270°

حل دستی

ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝝎 = 𝟎,
𝑯 𝒋𝝎 = 𝟏𝟎

−𝟏. 𝟐𝟓

𝝎 = ± 𝟑

𝝎 = ∞

فرکانس های منفی
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تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست

ترسیم نمودار نایکویست•
 2ادامه مثال:

𝐿 𝑠 =
10

𝑠 + 1 3

%   Example 2

clear all, clc, clf

num=10;

den=[1  3  3  1];

sys=tf(num,den);

nyquist(sys)

set(findall(figure(1),'type','line'),'

linewidth',2)

43

حل کامپیوتری 

−𝟏. 𝟐𝟓

𝝎 = ± 𝟑
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تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست
ترسیم نمودار نایکویست•

 3مثال  :𝐿 𝑠 =
−𝑠(𝑠+1)

(−𝑠+1)(𝑠+10)

نمودار بودی تقریبی را رسم می کنیم

:تعیین پاسخ فرکانسی

𝐿 𝑗𝜔 =
−𝑗𝜔(𝑗𝜔+1)

(−𝑗𝜔+1)(𝑗𝜔+10)
= ⋯

=
− 1 − 𝜔2 𝜔2 − 20𝜔2 − 𝑗 2𝜔3 + 10𝜔(1 − 𝜔2)

(𝜔2 + 1)(𝜔2 + 100)

:محل تلاقی با محور حقیقی

ℑ 𝐿 𝑗𝜔 = 0 → 2𝜔(𝜔2 + 5(1 − 𝜔2)) = 0 → 𝜔 = 0,𝜔 = ± 5/2

For 𝜔 = 0 → 𝐻 𝑗𝜔 = 0

For 𝜔 = ±
5

2
→ 𝐻 𝑗𝜔 = ⋯ = 1/9

44

ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝝎 = 𝟎,
𝑯 𝒋𝝎 = 𝟎 𝝎 = +∞,

𝑯 𝒋𝝎 = 𝟏

𝝎 = ± 5/2,
𝑯 𝒋𝝎 = 𝟏/𝟗

حل دستی
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تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست

ترسیم نمودار نایکویست•
 3ادامه مثال:

𝐿 𝑠 =
−𝑠(𝑠 + 1)

(−𝑠 + 1)(𝑠 + 10)

%   Example 3

clear all, clc, clf

num=[-1 1 0];

den=conv([-1 1],[1 10]);

sys=tf(num,den);

nyquist(sys), grid

set(findall(figure(1),'type','line'),'

linewidth',2)

45

حل کامپیوتری 
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زندگی نامه دانشمندان 46

Harry Nyquist

(Feb. 7, 1889 – April 4, 1976)

was a Swedish physicist and electronic engineer who made important contributions 

to communication theory. As an engineer at Bell Laboratories, Nyquist did important work on thermal 

noise ("Johnson–Nyquist noise"), the stability of feedback amplifiers, telegraphy, facsimile, 

television, and other important communications problems. With Herbert E. Ives, he helped to 

develop AT&T's first facsimile machines that were made public in 1924. In 1932, he published a 

classic paper on stability of feedback amplifiers. The Nyquist stability criterion can now be found in 

all textbooks on feedback control theory.

His early theoretical work on determining the bandwidth requirements for transmitting information 

laid the foundations for later advances by Claude Shannon, which led to the development 

of information theory. In particular, Nyquist determined that the number of independent pulses that 

could be put through a telegraph channel per unit time is limited to twice the bandwidth of the 

channel, and published his results in the papers Certain factors affecting telegraph 
speed (1924) and Certain topics in Telegraph Transmission Theory (1928). This rule is essentially 

a dual of what is now known as the Nyquist–Shannon sampling theorem. Terms named for Harry 

Nyquist: Nyquist rate, Nyquist frequency, Nyquist filter, Nyquist plot, Nyquist ISI criterion, Nyquist 

stability criterion. پیوندبرگرفته از

https://en.wikipedia.org/wiki/Nyquist_frequency
https://en.wikipedia.org/wiki/Nyquist_plot
https://en.wikipedia.org/wiki/Nyquist_stability_criterion
https://en.wikipedia.org/wiki/Harry_Nyquist


دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی  های کنترل خطی سیستم
December 5, 2021باتیک ارسه ردکتر حمید رضا تقی راد                                                         دانشکده مهندسی برق، دپارتمان کنترل و سیستم، گرو

عناوین فصل

وبودینمودارخطی،ایهسیستمفرکانسیپاسختعریفبامنظوربدین.کنیممیبررسیسیستمفرکانسیپاسخازاستفادهباراخطیهایسیستمپایداریتحلیلفصلایندر
ازاستفادهباخطیهایسیستمپایداریتحلیل.کنیممیترسیمبودینموداررویازراخطیهایسیستمنایکویستنمودارسپسونمودهبیانراآنتقریبیترسیمهایروش
پایداریمعیارونایکویستکانتورچهارچوب،ایندرخطیهایسیستمپایداریموضوعمناسببندیفرمولبا.پذیردمیصورتCauchyآرگوماناصلومختلطتوابعآنالیز

مطالعهموردیموهومهایقطبوصفرحضوردرنایکویستپایداریمعیارجامعحالتنهایتدر.شودمیبیانثابتبهرهکنترلگروواحدبهرهبابستهحلقهسیستمنایکوست
.گرفتخواهدقراربازبینیموردکامپیوتریودستیهایروشبامتعددیکاربردیهایمثالوگرفتهقرار
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معیار پایداری نایکویست
، کانتور نایکویست، فرمول Cauchyانگیزه، نگاشت همدیس، اصل آرگومان 

ور بندی تحلیل پایداری، معیار پایداری نایکویست در حالت ساده و در حض
ر روی محور گنترلگر بهره ثابت، معیار پایداری نایکوست در حضور صفر و قطب ب

𝒋𝝎مثال های کاربردی، شمارش تعداد چرخش ،𝑵 تعیین محدوده پایداری با ،
استفاده از نمودار بودی

4

مقدمه
ابع تبدیل چرا تحلیل فرکانسی، تعریف پاسخ فرکانسی سیستم های خطی، ت

.سیستم های خطی و پاسخ فرکانسی 1

تحلیل فرکانسی با نمودار بودی
ستم های نمودار بودی، قضیه بودی، چگونگی ترسیم تقریبی نمودار بودی، سی

یستم های مرتبه اول پایدار، ناپایدار و غیر کمینه فاز، سیستم های مرتبه دوم، س
.مرتبه بالاتر، روش های حل دستی و کامپیوتری 2

تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست
م های مرتبه نمودار نایکویست، ترسیم نمودار نایکویست از نمودار بودی، سیست

.اول، دوم و مرتبه بالاتر 3
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معیار پایداری نایکویست

انگیزه•
 1ریشه های )در روش مکان هندسی ریشه ها مکان قطب های سیستم حلقه بسته + 𝐾𝐺 𝑠 ) را با استفاده از ویژگی

𝐺های سیستم حلقه باز  𝑠به دست آوردیم.

 1ریشه های )آیا می توان پایداری سیستم حلقه بسته + 𝐾𝐺 𝑠 ) را با مشخصات فرکانسی سیستم حلقه باز𝐺 𝑗𝜔 به
دست آورد؟

 این کار با استفاده از توابع مختلط و مطالعه پاسخ فرکانسی به عنوان نگاشت همدیس(Conformal Map)قابل انجام است.

 بدین منظور پیشینه ریاضی و اصل آرگومانCauchyرا بررسی می کنیم.

48

+
-

𝑢𝑟 𝑒
𝐺(𝑠)

𝑦
𝐾
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نگاشت همدیس•
در توابع مختلط نگاشت همدیس تابعی است که زاویه ها را حفظ می کند.

 نگاشت𝐿 𝑠 را در نظر بگیرید که توسط آن یک کانتور بسته𝐶𝑠(𝑠) در صفحه مختلطs را به کانتور بسته
𝐶𝐿(𝑠) در صفحه مختلط𝐿 𝑠به شکل زیر نگاشت می کند  :

49

ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

𝑠-plane

ℜ(𝐿(𝑠))

ℑ(𝐿(𝑠))

𝐿(𝑠)-plane

𝑠1

𝑠2
𝐿(𝑠2)

𝑠3 𝐿(𝑠3)

𝐿(𝑠1)

𝑪𝒔
𝑪𝑳

نگاشت همدیس
Conformal Map

𝐿(𝑠)

𝑪𝒔 𝑪𝑳
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نگاشت همدیس•

 نگاشت𝐿 𝑠 =
1

𝑠+1
𝑠را یک مربع مطابق شکل در نظر بگیرید، که قطب 𝐶𝑠و کانتور  = را در بر 1−

.را به دست آورید و زاویه های قائمه مربع را ببینید چگونه نگاشت می شوند𝐶𝐿کانتور . می گیرد
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ℜ(𝐿(𝑠))

ℑ(𝐿(𝑠))

𝐿(𝑠)-plane

𝐿(𝑠1) = 1

𝑪𝑳

نگاشت همدیس
Conformal Map

𝐿 𝑠 =
1

𝑠 + 1

𝑪𝒔 𝑪𝑳
𝐿(𝑠2)

𝐿(𝑠3)

𝐿(𝑠4)

𝐿(𝑠6)𝐿(𝑠5)

ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

𝑠-plane

𝑠1 = 0

𝑠2 = −j

𝑪𝒔

𝑠3 = −2 − j

𝑠4 = −2

𝑠5 = 2 + j 𝑠6 = j

−1
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نگاشت همدیس•
 از ترسیم بردار𝑠 + :و مقادیر اندازه و زاویه آن بهره ببرید( ترسیم می شود𝑠به نقطه -1برداری که از نقطه )1

𝐿(𝑠) =
1

𝑠+1
= 𝑠 + 1 بردار طول

−1

∡𝐿(𝑠) = ∡
1

𝑠+1
= − 𝑠 + 1 بردار زاویه
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For 𝑠1 → 𝐿(𝑠1) =
1

1
= 1, ∡𝐿 𝑠1 = 0°

For 𝑠2 → 𝐿(𝑠2) =
1

2
= 0.7, ∡𝐿 𝑠2 = 45°

For 𝑠3 → 𝐿(𝑠3) =
1

2
= 0.7, ∡𝐿 𝑠3 = 135°

For 𝑠4 → 𝐿(𝑠4) =
1

1
= 1, ∡𝐿 𝑠4 = 180°

For 𝑠5 → 𝐿(𝑠5) =
1

2
= 0.7, ∡𝐿 𝑠5 = −135°

For 𝑠6 → 𝐿(𝑠6) =
1

2
= 0.7, ∡𝐿 𝑠6 = −45°

ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

𝑠-plane

𝑠1 = 0

𝑠2 = −j

𝑪𝒔

𝑠3 = −2 − j

𝑠4 = −2

𝑠5 = 2 + j 𝑠6 = j

−1 𝑠1 + 1

−45°
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نگاشت همدیس•
نگاشت همدیس زوایای قائمه را حفظ می کند

 چون𝐶𝑠 قطب𝑠 = !مبدا را یک بار به صورت پادساعتگرد دور می زند𝐶𝐿را در بر می گیرد 1−
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ℜ(𝐿(𝑠))

ℑ(𝐿(𝑠))

𝐿(𝑠)-plane

𝐿(𝑠1) = 1

𝑪𝑳

نگاشت همدیس
Conformal Map

𝐿 𝑠 =
1

𝑠 + 1

𝑪𝒔 𝑪𝑳
𝐿(𝑠2)

𝐿(𝑠3)

𝐿(𝑠4)

𝐿(𝑠6)
𝐿(𝑠5)

ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

𝑠-plane

𝑠1 = 0

𝑠2 = −j

𝑪𝒔

𝑠3 = −2 − j

𝑠4 = −2

𝑠5 = 2 + j 𝑠6 = j

−1 45°
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ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

𝑠-plane

𝑠1 = 0

𝑠2 = −j

𝑪𝒔

𝑠3 = −2 − j

𝑠4 = −2

𝑠5 = 2 + j 𝑠6 = j

−3

ℜ(𝐿(𝑠))

ℑ(𝐿(𝑠))

𝐿(𝑠)-plane

𝐿(𝑠1) = 1/3

𝑪𝑳

𝐿(𝑠2)

𝐿(𝑠4) = 1

𝐿(𝑠6)

𝐿(𝑠3)

𝐿(𝑠5)

نگاشت همدیس
Conformal Map

𝐿 𝑠 =
1

𝑠 + 3

𝑪𝒔 𝑪𝑳

نگاشت همدیس•

𝐿حال نگاشت  𝑠 =
1

𝑠+3
𝑠را در نظر بگیرید که قطب 𝐶𝑠و کانتور  = نگاشت همدیس زوایای قائمه را . را در بر نمی گیرد3−

𝑠قطب 𝐶𝑠حفظ می کند اما چون  = !مبدا را دور نمی زند𝐶𝐿را در بر نمی گیرد 3−
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Cauchyاصل آرگومان •

𝐿فرض کنید تابع  𝑠 در صفحه مختلط𝑠یک کانتور همبند بسته . دارای تعداد محدودی قطب باشد𝐶𝑠(𝑠) دلخواه در صفحه مختلط
𝑠-plane را در نظر بگیرید که ساعتگرد بوده و از روی هیچ یک از قطب ها و صفرهای تابع𝐿 𝑠آنگاه نگاشت این کانتور . عبور نکند

𝐿توسط تابع  𝑠 که ،𝐶𝐿(𝑠) ،صفحه مختلط مبدانامیده می شود𝐿 𝑠 -plane  را به تعداد𝑁 = 𝑍 − 𝑃بار دور خواهد زد.
𝑁اگر . است𝐶𝑠(𝑠)تعداد قطب های محاط شده در کانتور Pتعداد صفرها و𝑍که در آن  > 𝑁اگر ساعتگرد و 𝐶𝐿(𝑠)دور زدن های کانتور 0 < 0

𝑁اگر عتگرد و پادسا𝐶𝐿(𝑠)دور زدن های کانتور  = .  مبدا را دور نخواهد زد𝐶𝐿(𝑠)کانتور 0
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ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

𝑠-plane

ℜ(𝐿(𝑠))

ℑ(𝐿(𝑠))

𝐿(𝑠)-plane

𝑪𝒔
𝑪𝑳

نگاشت همدیس
Conformal Map

𝐿(𝑠)

𝑪𝒔 𝑪𝑳

°×

×

×

× ° ×



دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی  های کنترل خطی سیستم
December 5, 2021باتیک ارسه ردکتر حمید رضا تقی راد                                                         دانشکده مهندسی برق، دپارتمان کنترل و سیستم، گرو

معیار پایداری نایکویست

𝑪𝑵کانتور نایکویست •

ت برای استفاده از اصل آرگومان در تحلیل پایداری، هری نایکویس
را RHPکانتوری را معرفی کرده است که کل نیم صفحه سمت راست 

.شامل شود

محور از : کانتور نایکویست𝑗𝜔به علاوه نیم دایره𝑅𝑒𝑗𝜃

 هم کل نیم صفحه سمت راستRHPپوشش داده شده است  .

بخش محور موهومی𝑗𝜔:𝜔 ∈ (−∞, + پاسخ فرکانسی سیستم (∞
. 𝐿(𝑗𝜔): حلقه باز را تولید می کند

بخش نیم دایره موهومی𝑅𝑒𝑗𝜃 , 𝑅 → با علیّدر حد و سیستم های ∞
.  بزرگ شدن شعاع نیم دایره به نقطه مبدا همگرا می شود
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𝑅𝑒𝑗𝜃 ,
𝑅 → ∞,

𝜃: 90° → −90°

ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

−𝑗∞

+𝑗∞

0

𝑪𝑵
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فرمول بندی تحلیل پایداری•
" 1تعداد ریشه های معادله مشخصه سیستم حلقه بسته + 𝐿 𝑠را در نیم صفحه سمت راست تعیین کنید"

 اگر از اصل آرگومان کوشی و کانتور نایکوسیت به عنوان𝐶𝑠 𝑠استفاده کنیم:
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𝐶(𝑠)+
-

𝑢𝑟 𝑒
𝑃(𝑠)

𝑦
𝐿 𝑠 = 𝐶(𝑠)𝑃(𝑠)

پاسخ فرکانسی

𝐿(𝑠)

𝐶𝑁 𝐿(𝑗𝜔)

ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

𝑠-plane

𝑪𝑵

°×

×

×

× °
ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝐿(𝑠)-plane

𝑪𝑳

×
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فرمول بندی تحلیل پایداری•
" 1تعداد ریشه های معادله مشخصه سیستم حلقه بسته + 𝐿 𝑠را در نیم صفحه سمت راست تعیین کنید"

بر اساس اصل آرگومان ویژگی𝐿 𝑗𝜔 1تحلیل می شود اما تحلیل سیستم حلقه بسته + 𝐿 𝑗𝜔مورد نظر است  .

 1اما ترسیم + 𝐿 𝑗𝜔(رمز رنگنمودار ق. )تنها با شیفت پاسخ فرکانسی به اندازه یک واحد به سمت راست به دست می آید

 به جای رسم نمودار جدید دور زدن پاسخ فرکانسی سیستم حلقه باز𝐿 𝑗𝜔 شمارش و تحلیل می کنیم1−را حول نقطه  .
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پاسخ فرکانسی

𝐿(𝑠)

𝐶𝑁 𝐿(𝑗𝜔)

ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

𝑠-plane

𝑪𝑵

°×

×

×

× °
ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝐿(𝑠)-plane

𝑪𝑳

×

𝐿(𝑗𝜔)

−1 ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝐿(𝑠)-plane

𝑪𝑳

×

𝐿(𝑗𝜔)
1 + 𝐿(𝑗𝜔)

1
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جمع بندی معیار پایداری نایکویست در حالت ساده•
سیستم حلقه بسته زیر را در نظر بگیرید که در آن

= 𝑃 تعداد قطب های ناپایدار بهره حلقه𝐿 𝑠 = 𝐶(𝑠)𝑃(𝑠)است .
 این حالت ساده فرض کنید که در𝐿 𝑠 هیچ قطبی بر روی محور𝑗𝜔ندارد.

 نمودار نایکویست𝐿 𝑗𝜔را به ازای فرکانس های مثبت و منفی ترسیم کنید.

= 𝑁 توسط نمودار نایکویست 1−نقطه ساعتگردتعداد دور زدن𝐿 𝑗𝜔

(𝑁 باشد( پادساعتگرد)یا منفی ( ساعتگرد)می تواند مثبت.

= 𝑍 تعداد قطب های سیستم حلقه بسته𝑀 𝑠 =
𝐿(𝑠)

1+𝐿(𝑠)
1که برابر است با تعداد صفرهای  + 𝐿(𝑠) از رابطه

.  زیر به دست می آید

𝑍 = 𝑁 + 𝑃

58

𝐶(𝑠)+
-

𝑢𝑟 𝑒
𝑃(𝑠)

𝑦
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فرمول بندی تحلیل پایداری•
 اگر کنترلگر دارای یک پارامتر طراحی𝐾باشد.

 با بهره تناسبی ممکن است کنترلگر𝐾داشته باشیم.

 یا کنترلگر پیچیده تری داریم که بهره𝐾آن مورد طراحی می خواهد قرار گیرد   :𝐿 𝑠 = 𝐶 𝑠 𝑃 𝑠 = 𝐾𝐺(𝑠)

تاثیر بهره مثبت𝐾بر روی پاسخ فرکانسی

 نمودار پاسخ فرکانسی به اندازه𝐾 می شود( یا کوچک)در امتداد شعاع بزرگ.

پس به جای رسم نمودار جدید دور زدن پاسخ فرکانسی

𝐿 𝑗𝜔 1−را حول نقطه/𝐾شمارش و تحلیل می کنیم  .
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+
-

𝑢𝑟 𝑒
𝐺(𝑠)

𝑦
𝐾

ℑ(𝐺(𝑗𝜔))

𝐺(𝑗𝜔)

−1
×

𝐾𝐺(𝑗𝜔)

ℜ(𝐺(𝑗𝜔))

−1/𝐾

×
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𝐾تعمیم معیار پایداری نایکویست در حضور بهره •

سیستم حلقه بسته زیر را در نظر بگیرید که در آن

= 𝑃 تعداد قطب های ناپایدار𝐺 𝑠است  .

(در این حالت نیز فرض کنید که𝐺 𝑠 هیچ قطبی بر روی محور𝑗𝜔ندارد.

 نمودار نایکویست𝐺 𝑗𝜔را به ازای فرکانس های مثبت و منفی ترسیم کنید.

= 𝑁 1−نقطه ساعتگردتعداد دور زدن/𝐾 توسط نمودار نایکویست𝐺 𝑗𝜔

(𝑁 باشد( پادساعتگرد)یا منفی ( ساعتگرد)می تواند مثبت.

= 𝑍 تعداد قطب های سیستم حلقه بسته𝑀 𝑠 =
𝐾𝐺(𝑠)

1+𝐾𝐺(𝑠)
1که برابر است با تعداد صفرهای  + 𝐾𝐺(𝑠) از

.  رابطه زیر به دست می آید

𝑍 = 𝑁 + 𝑃

60

+
-

𝑢𝑟 𝑒
𝐺(𝑠)

𝑦
𝐾
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تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست

معیار پایداری نایکویست•

 سیستم حلقه بسته مقابل را با : 1مثال𝐺 𝑠 =
1

𝑠+1
را 

.در نظر بگیرید

.نمودار نایکوسیت را ترسیم کنید

𝑃:تابع تبدیل سیستم داری قطب ناپایدار نیست = 0

−به ازای 
1

𝐾
< −و همچنین 0

1

𝐾
> نمودار نایکوست نقطه 1

− 1/𝐾 را دور نمی زند:𝑁 = 0

𝐾در بازه  > .سیستم حلقه بسته پایدار است1−

𝑍 = 𝑁 + 𝑃 = 0

61

حل دستی

+
-

𝑢𝑟 𝑒
𝐺(𝑠)

𝑦
𝐾

ℜ(𝐺(𝑗𝜔))

ℑ(𝐺(𝑗𝜔))

𝟏

𝝎 = 𝟎𝝎 = +∞

−1/𝐾

×

محدوده پایداریمحدوده پایداری
محدوده ناپایداری
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تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست

معیار پایداری نایکویست•

 1ادامه مثال  :𝐺 𝑠 =
1

𝑠+1

0به ازای  < −1/𝐾 < را یک بار به 𝐾/1−نمودار نایکوست نقطه 1
𝑁:صورت ساعت گرد دور می زند  = 1

𝐾در بازه  < .ودسیستم حلقه بسته دارای یک قطب ناپایدار خواهد ب1−
𝑍 = 𝑁 + 𝑃 = 1

𝐾محدوده پایداری   > −1

راستی آزمایی پاسخ با معیار پایداری راث  :

Δ 𝑠 = 𝑠 + 𝐾 + 1 = 0 → 𝐾 + 1 > 0

𝐾محدوده پایداری   > −1

62

حل دستی

+
-

𝑢𝑟 𝑒
𝐺(𝑠)

𝑦
𝐾

ℜ(𝐺(𝑗𝜔))

ℑ(𝐺(𝑗𝜔))

𝟏

𝝎 = 𝟎𝝎 = +∞

−1/𝐾

×
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حل دستی

−𝟏. 𝟐𝟓

ℜ(𝐺(𝑗𝜔))

ℑ(𝐺(𝑗𝜔))

تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست

معیار پایداری نایکویست•

 سیستم حلقه بسته مقابل را با : 2مثال𝐺 𝑠 =
10

𝑠+1 3

.را در نظر بگیرید

.نمودار نایکوسیت را ترسیم کنید

𝑃:تابع تبدیل سیستم داری قطب ناپایدار نیست = 0

−به ازای 
1

𝐾
< −و همچنین 1.25−

1

𝐾
> نمودار نایکوست 10

𝑁:را دور نمی زند 𝐾/1−نقطه  = 0

0.1−پس در بازه  < 𝐾 < .سیستم حلقه بسته پایدار است0.8

𝑍 = 𝑁 + 𝑃 = 0

63

+
-

𝑢𝑟 𝑒
𝐺(𝑠)

𝑦
𝐾

−1/𝐾

×

محدوده پایداری
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حل دستی

−𝟏. 𝟐𝟓

ℜ(𝐺(𝑗𝜔))

ℑ(𝐺(𝑗𝜔))

تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست

معیار پایداری نایکویست•

 2ادامه مثال  :𝐺 𝑠 =
10

𝑠+1 3

1.25−به ازای  < −1/𝐾 < را دو 𝐾/1−نمودار نایکوست نقطه 0

𝑁:بار به صورت ساعت گرد دور می زند  = 2

0.8در بازه  < 𝐾 < ر سیستم حلقه بسته دارای دو قطب ناپایدا∞

𝑍.خواهد بود = 𝑁 + 𝑃 = 2

0به ازای  < −1/𝐾 < را یک بار 𝐾/1−نمودار نایکوست نقطه 10

𝑁:به صورت ساعت گرد دور می زند  = 1

∞−در بازه  < 𝐾 < سیستم حلقه بسته دارای یک قطب 0.1−

𝑍.ناپایدار خواهد بود = 𝑁 + 𝑃 = 1

0.1−محدوده پایداری < 𝐾 < 0.8

64

+
-

𝑢𝑟 𝑒
𝐺(𝑠)

𝑦
𝐾

−1/𝐾

×

محدوده پایداری محدوده ناپایداری
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حل دستی

ℜ(𝐺(𝑗𝜔))

ℑ(𝐺(𝑗𝜔))

تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست

معیار پایداری نایکویست•

 3مثال:𝐺 𝑠 =
−𝑠(𝑠+1)

(−𝑠+1)(𝑠+10)

.نمودار نایکوسیت را ترسیم کنید

𝑃:تابع تبدیل سیستم داری یک قطب ناپایدار است = 1

−به ازای 
1

𝐾
< −و همچنین 0

1

𝐾
> نمودار نایکوست نقطه 1

− 1/𝐾 را دور نمی زند:𝑁 = 0

1−پس در بازه  < 𝐾 < سیستم حلقه بسته دارای یک قطب0

𝑍.ناپایدار است = 𝑁 + 𝑃 = 1

65

+
-

𝑢𝑟 𝑒
𝐺(𝑠)

𝑦
𝐾

−1/𝐾

×

محدوده پایداری

محدوده ناپایداریمحدوده ناپایداری
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حل دستی

ℜ(𝐺(𝑗𝜔))

ℑ(𝐺(𝑗𝜔))

تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست

معیار پایداری نایکویست•

 3ادامه مثال  :𝐺 𝑠 =
−𝑠(𝑠+1)

(−𝑠+1)(𝑠+10)

0به ازای  < −1/𝐾 < را 𝐾/1−نمودار نایکوست نقطه 1/9
𝑁:یک بار به صورت پادساعتگرد دور می زند  = −1

∞−در بازه  < 𝐾 < .سیستم حلقه بسته پایدار است9−

𝑍 = −1 + 1 = 0

1به ازای  < −1/𝐾 < را یک 𝐾/1−نمودار نایکوست نقطه ∞
𝑁:بار به صورت ساعتگرد دور می زند  = 1

1−در بازه  < 𝐾 < دار سیستم حلقه بسته دارای دو قطب ناپای0
𝑍.خواهد بود = 1 + 1 = 2

∞−محدوده پایداری < 𝐾 < −9

66

+
-

𝑢𝑟 𝑒
𝐺(𝑠)

𝑦
𝐾

−1/𝐾

×

محدوده پایداری

محدوده ناپایداریمحدوده ناپایداری

𝑮 𝒋𝝎 = 𝟏/𝟗
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تحلیل فرکانسی با نمودار نایکویست

معیار پایداری نایکویست•

 3ادامه مثال  :𝐺 𝑠 =
−𝑠(𝑠+1)

(−𝑠+1)(𝑠+10)

راستی آزمایی با مکان هندسی ریشه هاهرویتز-راستی آزمایی با معیار پایداری راث

معادله مشخصه را به دست آورید:

Δ 𝑠 = −𝐾 𝑠 𝑠 + 1 + −𝑠2 − 9𝑠 + 10 = 0

Δ 𝑠 = (𝐾 + 1)𝑠2+ 𝐾 + 9 𝑠 − 10 = 0

شرایط پایداری  :
𝐾 + 1 < 0 & 𝐾 + 9 < 0 → 𝐾 < −1 & 𝐾 < −9

∞−محدوده پایداری < 𝐾 < −9

67

+
-

𝑢𝑟 𝑒
𝐺(𝑠)

𝑦
𝐾

𝑲 = −𝟗

𝑲 = −∞
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𝑗𝜔معیار پایداری نایکوست در حضور صفر و قطب بر روی محور •

 اگر صفر یا قطبی بر روی محور𝑗𝜔تی به داشته باشیم، کانتور نایکویست بایس

.صورتی تغییر کند که از روی آنها عبور نکند

 یک نیم دایره کوچک پادساعتگرد به شعاع𝜌 → در نزدیکی صفر ها و قطب های 0

در نظر می گیریم 𝑗𝜔روی محور 

ی سیستم علیرغم کوچک بودن این نیم دایره تاثیر بسیار مهم بر روی پاسخ فرکانس

.خواهد داشت

 معادله این نیم دایره را حول قطب𝑠 = 𝑗𝑦به دست آورید:𝑗𝑦 + 𝜌𝑒𝑗𝜃

.تغییر می کند°90+تا زاویه °90−از زاویه𝜃که در آن •

68

ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

−𝑗∞

+𝑗∞

0

𝑪𝑵

×

×

°

𝑗𝑦

−𝑗𝑦

× 𝜌

×

−90°

+90°
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𝑗𝜔معیار پایداری نایکوست در حضور صفر و قطب بر روی محور •

 تاثیر نیم دایره کوچک𝜌𝑒𝑗𝜃 در مجاورت قطب موهومیs = 𝑗𝑦

 فرض کنید قطب موهومیs = 𝑗𝑦 با تکرار𝑚در سیستم حضور داشته باشد:

𝐿 𝑠 =
1

𝑠 − 𝑗𝑦 𝑚
𝐿1(𝑠)

 که در آن𝐿1(𝑠) دیگر قطبی درs = 𝑗𝑦ندارد.

 نگاشت همدیس نیم دایره𝑗𝑦 + 𝜌𝑒𝑗𝜃 توسط سیستم𝐿 𝑠را تعیین کنید:

𝐿 𝑠 =
1

𝜌𝑒𝑗𝜃 𝑚
𝐿1(𝑗𝑦 + 𝜌𝑒𝑗𝜃)

اندازه نگاشت در حد   :lim
𝜌→0

𝐿(𝑗𝑦 + 𝜌𝑒𝑗𝜃) = lim
𝜌→0

𝐿1 𝑗𝑦

𝜌𝑚
= ∞

 ت می شودنگاششعاع بی نهایت این بدان معناست که این نیم دایره کوچک به یک نمودار با.
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ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

−𝑗∞

+𝑗∞

0

𝑪𝑵

×

×

°

𝑗𝑦

−𝑗𝑦
× 𝜌𝑗𝑦
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معیار پایداری نایکویست

𝑗𝜔معیار پایداری نایکوست در حضور صفر و قطب بر روی محور •

 تاثیر نیم دایره کوچک𝜌𝑒𝑗𝜃 در مجاورت قطب موهومیs = 𝑗𝑦

𝐿 𝑠 =
1

𝜌𝑒𝑗𝜃 𝑚
𝐿1(𝑗𝑦 + 𝜌𝑒𝑗𝜃)

 زاویه نگاشت در حد برابر زاویه ترم
1

𝜌𝑒𝑗𝜃
𝑚 است که برابر است با𝑒−𝑗𝑚𝜃

 این بدان معناست که اگر𝑚 = ا به یک نیم دایره بساعتگردباشد این نیم دایره کوچک 1
.  نگاشت می شودپادساعت گرد شعاع بی نهایت 

 اگر𝑚 = ...نگاشت می شود و پادساعت گرد باشد به یک دایره با شعاع بی نهایت 2

sدر نتیجه یک نیم دایره کوچک در نزدیکی قطب موهومی  = 𝑗𝑦 به یک کمان دایرهای با شعاع بی
𝐿1نهایت نگاشت می شود که از نقطه  𝑗𝑦− شروع شده و به𝐿1 𝑗𝑦+ منتهی می شود و زاویه
چرخش در این کمان برابر است با

𝑚 × 180° + ∡𝐿 𝑗𝑦+ − ∡𝐿(𝑗𝑦−)
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×

−90°

+90°

ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

−𝑗∞

+𝑗∞

0

𝑪𝑵

×

×

°

𝑗𝑦

−𝑗𝑦
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𝑗𝑦

معیار پایداری نایکویست

𝑗𝜔معیار پایداری نایکوست در حضور صفر و قطب بر روی محور •

 تاثیر نیم دایره کوچک𝜌𝑒𝑗𝜃 در مجاورت صفر موهومیs = 𝑗𝑦

 فرض کنید صفر موهومیs = 𝑗𝑦 با تکرار𝑚در سیستم حضور داشته باشد:

𝐿 𝑠 = 𝑠 − 𝑗𝑦 𝑚𝐿1(𝑠)

 نگاشت همدیس نیم دایره𝑗𝑦 + 𝜌𝑒𝑗𝜃 توسط سیستم𝐿 𝑠را تعیین کنید:

𝐿 𝑠 = 𝜌𝑒𝑗𝜃
𝑚
𝐿1(𝑗𝑦 + 𝜌𝑒𝑗𝜃)

اندازه نگاشت در حد   :lim
𝜌→0

𝐿(𝑗𝑦 + 𝜌𝑒𝑗𝜃) = lim
𝜌→0

𝜌𝑚 𝐿1 𝑗𝑦 = 0

 این بدان معناست که این نیم دایره کوچک به نگاشت نقطهs = 𝑗𝑦 همگرا می شود
.در نمودار نایکویست نخواهد داشتتاثیریو 
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ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

−𝑗∞

+𝑗∞

0

𝑪𝑵

×

×

°

𝑗𝑦

−𝑗𝑦

° 𝜌
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معیار پایداری نایکویست

𝑗𝜔معیار پایداری نایکوست در حضور قطب بر روی محور •

 4مثال  :𝐿 𝑠 =
𝐾

𝑠(𝜏𝑠+1)

.نمودار بودی تقریبی را رسم می کنیم

.مبدون در نظر گرفتن نیم دایره نزدیک قطب در مبدا نمودار نایکوست را رسم می کنی
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10−2/𝜏 10−1/𝜏 1/𝜏 101/𝜏 102/𝜏

−𝟒𝟎𝒅𝑩/
𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞

حل دستی

ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝝎 = 𝟎+

𝝎 = +∞

𝝎 = −∞
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معیار پایداری نایکویست

𝑗𝜔معیار پایداری نایکوست در حضور قطب بر روی محور •

 4ادامه مثال  :𝐿 𝑠 =
𝐾

𝑠(𝜏𝑠+1)

.  کانتور نایکویست را در نظر بگیرید

.نگاشت می شودساعت گرد نیم دایره کوچک پاد ساعت گرد به یک نیم دایره با شعاع بی نهایت 

73

ℜ(𝑠)

ℑ(𝑠)

−𝑗∞

−𝑗∞

𝑪𝑵

0+
×

0−

حل دستی

ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝝎 = 𝟎+

𝝎 = +∞

𝐿(0−)

𝐿(0+)

−1/𝐾

×

𝑁 = 1
محدوده ناپایداری

𝑁 = 0
محدوده پایداری

−1/𝐾

×
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10−2/𝜏1 10−1/𝜏1 1/𝜏1 1/𝜏2 10/𝜏2 100/𝜏2

معیار پایداری نایکویست
𝑗𝜔معیار پایداری نایکوست در حضور قطب بر روی محور •

 5مثال  :𝐿 𝑠 =
𝐾

𝑠(𝜏1𝑠+1)(𝜏2𝑠+1)

.نمودار بودی تقریبی را رسم می کنیم

را قطع می کند پس نقطه تقاطع با محور حقیقی180-نمودار بودی زاویه 

:را به دست می آوریم

𝐿 𝑗𝜔 =
𝐾

𝑗𝜔(𝑗𝜏1𝜔 + 1)(𝑗𝜏2𝜔 + 1)

ℑ 𝐿 𝑗𝜔 =
−
𝐾
𝜔 1 − 𝜏1𝜏2𝜔

1 + 𝜔2 𝜏1
2 + 𝜏2

2 + 𝜔4 𝜏1
2𝜏2

2 = 0 → 𝜔2

= 1/𝜏1𝜏2

ℜ(𝐿 𝑗𝜔 ) =
−𝐾

𝜔4 𝜏1 + 𝜏2 2 + 𝜔2 1 − 𝜔2𝜏1𝜏2 2 1/2

For 𝜔2 = 1/𝜏1𝜏2:      ℜ 𝐿 𝑗𝜔 = ⋯ = −
𝐾𝜏1𝜏2

𝜏1+𝜏2

74

−𝟔𝟎𝒅𝑩/
𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞

حل دستی

−𝟒𝟎𝒅𝑩/
𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞
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معیار پایداری نایکویست

معیار پایداری نایکوست در حضور قطب بر روی محور •
𝑗𝜔

 5ادامه مثال    :𝐿 𝑠 =
𝐾

𝑠(𝜏1𝑠+1)(𝜏2𝑠+1)

ت را بدون در نظر گرفتن نیم دایره نزدیک قطب در مبدا نمودار نایکوس
.رسم می کنیم

. در نظر بگیرید4کانتور نایکویست را همانند مثال 

ایت نیم دایره کوچک پاد ساعت گرد به یک نیم دایره با شعاع بی نه
.نگاشت می شودساعت گرد 

:نیدچرخش ها را شمارش کرده و ناحیه پایداری را به صورت زیر تعیین ک

−
1

𝐾
<

−𝜏1𝜏2
𝜏1 + 𝜏2

→ 𝐾 >
𝜏1 + 𝜏2
𝜏1𝜏2

75

حل دستی

ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝝎 = 𝟎+

𝝎 = +∞

𝐿(0−)

𝐿(0+)

−1/𝐾

×

𝑁 = 1
محدوده ناپایداری

𝑁 = 0
محدوده پایداری

−1/𝐾

×

−𝜏1𝜏2
𝜏1 + 𝜏2

𝑁 = 2
محدوده ناپایداری
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معیار پایداری نایکویست

معیار پایداری نایکوست در حضور دو قطب در مبدا•

 6مثال  :𝐿 𝑠 =
𝐾

𝑠2(𝜏𝑠+1)

.نمودار بودی تقریبی را رسم می کنیم

.را قطع نمی کند180-نمودار بودی زاویه 

76

حل دستی

−𝟔𝟎𝒅𝑩/
𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞

−𝟒𝟎𝒅𝑩/
𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞

10−2/𝜏 10−1/𝜏 1/𝜏 101/𝜏 102/𝜏
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معیار پایداری نایکویست

معیار پایداری نایکوست در حضور دو قطب•
در مبدا 

 6ادامه مثال    :𝐿 𝑠 =
𝐾

𝑠2(𝜏𝑠+1)

ا بدون در نظر گرفتن نیم دایره نزدیک قطب در مبد
.نمودار نایکوست را رسم می کنیم

. در نظر بگیرید4کانتور نایکویست را همانند مثال 

عاع بی نیم دایره کوچک پاد ساعت گرد به یک دایره با ش
.نگاشت می شودساعت گرد نهایت 

چرخش ها را شمارش کرده و مشاهده می شود ناحیه 
.وجود ندارد𝐾پایداری به ازای کنترلگر بهره 

77

حل دستی

ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝝎 = 𝟎+ 𝝎 = +∞

𝐿(0−)

−1/𝐾

×

𝑁 = 1
محدوده ناپایداری

𝑁 = 2
محدوده ناپایداری

−1/𝐾
×
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معیار پایداری نایکوست در حضور قطب در مبدا•

 7مثال  :𝐿 𝑠 =
𝐾

𝑠(𝑠−1)
=

𝐾

−𝑠(−𝑠+1)

.نمودار بودی تقریبی را رسم می کنیم

.نگاشت می شودساعت گرد نیم دایره کوچک به یک نیم دایره با شعاع بی نهایت 

𝑁دارد بایستی برای پایداری وجود 𝐿با توجه به اینکه یک قطب ناپایدار در = .شود1−

معیار پایداری نایکویست 78

−𝟒𝟎𝒅𝑩/
𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞

−𝟐𝟎𝒅𝑩/
𝐝𝐞𝐜𝐚𝐝𝐞

ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝑁 = 1, 𝑃 = 1
→ 𝑍 = 2

ناپایدار

حل دستی

𝝎 = 𝟎+

𝝎 = +∞

𝐿(0−)

𝐿(0+)

−1/𝐾

×

𝑁 = 0, 𝑃 = 1
→ Z = 1

ناپایدار

−1/𝐾

×
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حل دستی

معیار پایداری نایکوست در حضور صفر موهومی •

 8مثال  :𝐿 𝑠 =
𝐾(𝑠2+1)

𝑠−1 3

.نمودار بودی را رسم می کنیم

𝜔درجه ای زاویه در فرکانس 180افزایش سریع  = 1

.به علت حضور یک زوج صفر مزدوج موهومی است

:جدول زیر را برای ترسیم نمودار نایکویست تعیین کنید

+∞𝟏+𝟏−𝟎𝝎

0001𝐺(𝑗𝜔)

−90°−405° + 180° = −225°−405° = −45°−540° = −180°∡𝐺(𝑗𝜔)
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معیار پایداری نایکویست

معیار پایداری نایکوست در حضور صفر موهومی•

 8ادامه مثال  :𝐿 𝑠 =
𝐾(𝑠2+1)

𝑠−1 3

بدون در نظر گرفتن نیم دایره نزدیک صفر های موهومی نمودار 
.دارندصفر ها در شکل نهایی تاثیری ن. نایکوست را رسم می کنیم

.محل برخورد با محور حقیقی را به دست می آوریم

𝐺 𝑗𝜔 =
−𝜔2 + 1

−𝑗𝜔 𝜔2 − 3 + (3𝜔2 − 1)

ℑ 𝐺 𝑗𝜔 = 0 → 𝜔2 = 3

For 𝜔2 = 3 → 𝐺 𝑗𝜔 = −
2

8
= −

1

4

−محدوده پایداری 
1

4
< −

1

𝐾
< 0 → 4 < 𝐾 < +∞
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حل دستی

ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝝎 = 𝟎+

𝝎 = +∞

−1/𝐾

×

𝑁 = 0
محدوده ناپایداری

𝑁 = 1
محدوده ناپایداری

−1/𝐾

×

𝝎 = 𝟏−

×

𝑁 = −3
محدوده پایداری

𝝎 = 𝟏+

𝝎 = 𝟑,

𝑨 = −
𝟏

𝟒

−1/𝐾

×

𝑁 = 0
محدوده ناپایداری
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𝑁شمارش تعداد چرخش •

در برخی از مسائل نظیر مثال قبل شمارش تعداد چرخش کمی چالش برانگیز است.

 از این روش استفاده کنیدمثبتدر این نوع مسائل تنها با رسم نمودار نایکویست در فرکانس های.

 1−نقطه چپتعداد نقاط عبور نمودار نایکویست در سمت/𝐾را شمارش کنید

 شمارش کنید–را منفی (افزایش فاز)چرخش های پاد ساعت گرد و + را مثبت ( کاهش فاز)چرخش های ساعت گرد .

 را یک بار چرخش و غیر آن را دو بار چرخش شمارش کنیدبی نهایت و صفرفرکانس های.

به عنوان مثال:

ℜ(𝐺(𝑗𝜔))

ℑ(𝐺(𝑗𝜔))

𝝎 = 𝟎 𝝎 = +∞

−1

+2
−1

𝑁 = 0𝑁 = 1−1𝑁 = 0

−1/𝐾

×

Belangerبرگرفته از کتاب 



دانشگاه صنعتی خواجه نصیرالدین طوسی  های کنترل خطی سیستم
December 5, 2021باتیک ارسه ردکتر حمید رضا تقی راد                                                         دانشکده مهندسی برق، دپارتمان کنترل و سیستم، گرو

معیار پایداری نایکویست 82

𝑁شمارش تعداد چرخش 

ℜ(𝐺(𝑗𝜔))

ℑ(𝐺(𝑗𝜔))

𝝎 = 𝟎

𝝎 = +∞ −1/𝐾

×

−2−2

𝑁 = +1

𝑁 = 2

0

+2

𝝎 = 𝟎 𝝎 = +∞

+3

+1

ℜ(𝐺(𝑗𝜔))

ℑ(𝐺(𝑗𝜔))

𝝎 = 𝟎

𝝎 = +∞
−1/𝐾

×

−1

𝑁 = 0

−1+2 +1

+20+2

+1−2−1

𝑁 = 0𝑁 = −2−2𝑁 = −1

+2

𝝎 = 𝟎𝝎 = +∞

0
+1−1
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معیار پایداری نایکویست 83

حل دستی

معیار پایداری نایکوست در حضور قطب موهومی •

 9مثال  :𝐿 𝑠 =
𝐾

(𝑠−1)(𝑠2+1)

.نمودار بودی را رسم می کنیم

𝜔درجه ای زاویه در فرکانس 180افزایش سریع  = به علت 1

.حضور یک زوج قطب مزدوج موهومی است

:جدول زیر را برای ترسیم نمودار نایکویست تعیین کنید

+∞𝟏+𝟏−𝟎𝝎

0∞∞1𝐺(𝑗𝜔)

+90°+45°−135°−180°∡𝐺(𝑗𝜔)
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معیار پایداری نایکویست

فر معیار پایداری نایکوست در حضور ص•
و قطب موهومی 

 9ادامه مثال :

𝐿 𝑠 =
𝐾

(𝑠−1)(𝑠2+1)

طب بدون در نظر گرفتن نیم دایره نزدیک ق
های موهومی نمودار نایکوست را رسم می 

.ندارندصفر ها در شکل نهایی تاثیری. کنیم

نیم دایره کوچک پاد ساعت گرد حول قطب
های موهومی به یک دایره با شعاع بی 

.نگاشت می شودساعت گرد نهایت 

84

حل دستی

ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝝎 = 𝟎+

𝐀 = −𝟏 𝝎
=
+
∞

فرکانس های مثبت
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معیار پایداری نایکویست

معیار پایداری نایکوست در حضور صفر و قطب •
موهومی 

 9ادامه مثال         :𝐿 𝑠 =
𝐾

(𝑠−1)(𝑠2+1)

تعداد چرخش ها و نواحی پایداری را با استفاده از روش 

. پیشنهادی بررسی می کنیم

𝑃در این سیستم  = ی و برای پایداری بایستی منطقه ا1

𝑁را بیابیم که در آن  = .باشد1−

!همواره ناپایدار خواهد ماند
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ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝝎 = 𝟎+

𝐀 = −𝟏 𝝎
=
+
∞

فرکانس های مثبت

−1−1
𝑁 = 0𝑁 = +1𝑁 = +2

𝝎 = 𝟎 𝝎 = +∞

+2

𝝎 = 𝟏
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معیار پایداری نایکویست 86

حل دستی

معیار پایداری نایکوست در حضور صفر و قطب •
موهومی 

 10مثال  :𝐿 𝑠 =
𝐾(𝑠2+4)

𝑠+1 2(𝑠+2)(𝑠2+9)

.نمودار بودی را رسم می کنیم

𝜔درجه ای زاویه در فرکانس 180افزایش سریع  = به علت 2
𝜔حضور یک زوج صفر مزدوج موهومی و در فرکانس  = به 3

.علت یک زوج قطب مزدوج موهومی است

:جدول زیر را برای ترسیم نمودار نایکویست تعیین کنید

+∞𝟑−𝟑−𝟐. 𝟐𝟐+𝟐−𝟎𝝎

0∞∞0.015002/9𝐺(𝑗𝜔)

−270°≈ −190°≈ −10°0°+10−170°0°∡𝐺(𝑗𝜔)
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معیار پایداری نایکویست

فر معیار پایداری نایکوست در حضور ص•
و قطب موهومی 

 10ادامه مثال:

𝐿(𝑠) =
𝐾(𝑠2+4)

𝑠+1 2(𝑠+2)(𝑠2+9)

طب بدون در نظر گرفتن نیم دایره نزدیک ق
های موهومی نمودار نایکوست را رسم می 

.ندارندصفر ها در شکل نهایی تاثیری. کنیم

نیم دایره کوچک پاد ساعت گرد حول قطب
های موهومی به یک دایره با شعاع بی 

.نگاشت می شودساعت گرد نهایت 

87

حل دستی

ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝝎 = 𝟎+

𝐀 = 𝟐/𝟗

𝝎 = 𝟐−

𝝎 = 𝟐+

فرکانس های مثبت
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معیار پایداری نایکویست

معیار پایداری نایکوست در حضور صفر و قطب موهومی •

 10ادامه مثال        :𝐿 𝑠 =
𝐾(𝑠2+4)

𝑠+1 2(𝑠+2)(𝑠2+9)

تعداد چرخش ها و نواحی پایداری را با استفاده از روش پیشنهادی

.  تعیین می کنیم

𝑃در این سیستم  = یم و برای پایداری بایستی منطقه ای را بیاب0

𝑁که در آن  = .باشد0

محدوده پایداری 
2

9
< −

1

𝐾
< +∞ → −4.5 < 𝐾 < 0

88

−1
𝑁 = 0𝑁 = 2

𝝎 = +∞

+2+2

𝝎 = 𝟑

ℜ(𝐿(𝑗𝜔))

ℑ(𝐿(𝑗𝜔))

𝝎 = 𝟎+

𝐀 = 𝟐/𝟗

𝝎 = 𝟐−

𝝎 = 𝟐+

فرکانس های مثبت

−1

𝜔 = 0,
𝐴 = 2/9

−2

𝜔 = 2.2,
𝐵 = 0.015𝝎 = 𝟐

𝑁 = 1

+3
Belangerبرگرفته از کتاب 
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معیار پایداری نایکویست
تعیین محدوده پایداری با نمودار بودی•

ویست و با توجه به روش پیشنهادی می توان بدون ترسیم نمودار نایک
محدوده محل تقاطع با محور حقیقیبا استفاده از نمودار بودی و تعیین 

:پایداری را تعیین نمود

 12مثال:𝐿 𝑠 =
𝐾

(𝑠−1)(𝑠+2)(𝑠+5)

نمودار بودی را ترسیم کنید:

 را قطع می کند°180−در دو نقطه نمودار فاز.
𝜔در  = 20−اندازه برابر : 0 𝑑𝐵و فاز افزایشی است.

𝜔در  = 28.8−اندازه برابر : 1.71 𝑑𝐵و فاز کاهشی است.

𝜔در  = .به سمت مبدا میل می کند و فاز کاهشی است∞

 در این سیستم𝑃 = 𝑁و برای پایداری بایستی 1 = −1

28.8𝑑𝐵−محدوده پایداری  < −
1

𝐾
< −20 𝑑𝐵 →

10 = 20𝑑𝐵 < 𝐾 < 28.8𝑑𝐵 = 27.5
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𝑁 = 0𝑁 = −1

𝝎 = +∞

𝑁 = 0

−1
+2

𝜔 = 1.71,
𝐵 = −28.8 𝑑𝐵

𝑁 = 1−1

𝜔 = 0,
𝐵 = −20 𝑑𝐵 Belangerبرگرفته از کتاب 
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بیوگرافی دکتر حمید رضا تقی راد

حمید رضا  تقی راد
استاد
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https://www.mcgill.ca/
http://en.kntu.ac.ir/international
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سیستم های کنترل خطی

گروه رباتیک ارس

برای مطالعه بیشتر و مشاهده فیلم های ضبط شده کلاس مجازی 
مراجعه نمایید این سایت به 

متشکرم

https://aras.kntu.ac.ir/education/linear-control-systems

